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Einleitung« 



Die vorliegenden Untersuchungen beziehen sich nicht allein auf die 
Theorie der Wärme, sondern gleichzeitig auch auf die Theorie der (sta- 
tischen) Elektricität. Bekanntlich existiren in diesen beiden Gebieten der 
Physik zwei Probleme, welche unter einander, was ihre mathematische 
Behandlung anbelangt, eine sehr nahe Verwandtschaft besitzen. Das 
eine derselben hat die 

/. Bestimmung des stationären Temperaturzmtandes in einem Kör- 
per, dessen Oberfläche überaU mit wiUkührlich gegebenen und un- 
veränderliehen Wärmequellen in Contaet steht; 
das andere hat die 

//. Bestimmung der elektrischen Vertheilung in einem Körper, wel- 
cher sich im Bereich wiUkührlich gegebener und unveränderlicher 
elektrischer Kräfte befindet, (unter Berücksichtigung dieser Kräfte 
und unter gleichzeitiger Berücksichtigung derjenigen Kräfte^ mit wel- 
chen die elektrischen Theilchen im Körper aufeinander wirken) 
zum Gegenstande. 

Im J'olgeDden werden diese beiden Probleme für einen Körper, der 
von irgend zwei einander nicht schneidenden Kugelflächen begrenzt ist, 
in voller Allgemeinheit gelöst werden. Ein solcher Körper kann je nach 
der Lage der beiden Kugelflächen sehr verschiedene Gestalten besitzen. 
Es können nämlich die beiden Flächen den Körper entweder beide äus- 
sernde y oder 68 können ihn beide innerlich ^ oder es kann endlich die 
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eine ihn äusserlich , die andere ihn innerlich begrenzen. Im ersten Fall 
haben wir es dann mit einem Körper zu thun, der aus zwei getrennten 
Stacken, nämlich aus zwei Kugeln besteht; im zweiten Fall mit einem 
Körper zu thun , ' der in seinem Innern zwei kugelförmige Höhlungen 
besitzt und nach Aussen hin ringsum unbegrenzt ist; im dritten Fall 
endlich mit einem Körper, der eine schalenförmige Gestalt besitzt. 

Durch die vorüegende Untersuchung wird das I. Problem für diese 
drei Fälle vollständig gelöst werden. 

Was ferner das 11. Problem anbelangt, so ist dasselbe für den ers/en 
der in Rede stehenden drei Fälle bekanntlich schon von Poisson behan- 
delt, von Poisson aber nur unter der besonderen Voraussetzung gelöst 
worden, dass die gegebenen elektrischen Kräfte Null sind. Die vorlie- 
gende Untersuchung geht weiter. Obgleich sich dieselbe nämlich eigent- 
lich nur auf das Problem I. bezieht, so bieten die darin enthaltenen Ent- 
wickelungen doch die Mittel dar, um auch das II Problem für jeden 
der genannten drei Fälle und für beliebig gegebene elektrische Kräfte zu 
lösen. 

Im Wesentlichen handelt es sich bei Lösung der Probleme I. und 
II. für irgend einen der in Rede stehenden drei Fäll^ um ein und die- 
selbe Aufgabe, nämlich um die Ermittelung einer von den rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z abhängenden Function F, welche innerhalb eines 
von zwei Kugelflächen begrenzten Raumes allenthalben der Differential- 
Gleichung 

öa?» + dy^ "^ dz' "^ ^ 
Genüge leistet, welche ausserdem innerhalb dieses Raumes gewisse Stetig- 
keits-Redingungen erfüllt, welche ferner, ialls der genannte Raum sich 
ns Unendliche hin erstreckt, für die unendlich fernen Puncte auf gewisse 
Weise*) gegen Null convergirt, und welche endlich auf jenen Kugelflächen 
«eiber beliebig gegebene Werthe besitzt. 



*) Für einen unendlich fernen Punct muss der Werth von V gegen 
— coQvergiren, wo r den Abstand jenes Punotes von irgend diieni festen 
Fttnot in der Endlichkeit und x irgend welche Ck)A8tante vorstellt. 
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Ich wende, um diese Aufgabe zu lösen, als Cooillinaten die Para- 
meter dreier orthogonaler Flächensysteme an, aber deren Beschaffenheit 
hier Folgendes bemerkt werden mag. 

Construirt man alle Puncte, deren Abstände nach zwei festen Punc- 
ten hin ein gegebenes Verhältniss besitzen, so werden diese Puncte in 
ihrer Gesammtheit eine Kugelfläche bilden. Aendert man den Werth 
jenes Verhältnisses, so wird man successive andere und andere Kugel- 
flächen erhalten; und zwar werden die Mittelpuncte aller dieser Flächen 
mit jenen beiden festen Puncten in ein und derselben geraden Linie lie- 
gen. Dieses ist das erste der yon mir angewendeten drei Flächen- 
Systeme. Den beiden festen Puncten — ich nenne sie die beiden Pole — 
gebe ich dabei in jedem speciellen Falle eine solche Lage, dass die bei- 
den Begrenzungsflächen des gegebenen Körpers mit zu den Kugelflächen 
dieses Systemes gehören. 

Construirt man ferner alle Puncte, von welchen aus gesehen die 
Pole gleich weit von einander entfernt erscheinen, so erhält man Puncte, 
die in ihrer Gesammtheit eine gewisse Rotationsfläche bilden.*) Aendert 
man die Grösse jener scheinbaren £ntfemung, so erhält man successive 
andere und andere Rotationsflächen. Diese Flächen, deren gemeinsame 
Rotations-Achse durch die Verbindungslinie der beiden Pole dargestellt 
wird, sind zu den vorher genannten Kugelflächen orthogonal, und bilden 
in ihrer Gesammtheit das zweite der von mir angewendeten Flächensysteme. 

Das dritte Flächensystem endlich wird durch die Meridian- Ebenen 
der beiden ersten Flächensysteme, d. i. durch Ebenen repräsentirt, welche 
sammtlich durch die beiden Pole hindurchgehen. 

Sind die beiden den Körper begrenzenden Kugelflächen gegeben, so 
lassen sich die beiden Pole sofort construiren**); sind diese aber con- 



*) Es wird diese Fläche eine Kugel sein, sobald der Winkel, unter 
welchem man nach den beiden Polen sieht, gerade ein rechter ist. Ist hin- 
gegen dieser Winkel ein spitzer oder ein stumpfer, so wird jene Fläche eine 
Rotationsfläche sein, welche in jedem d^r beiden Pole eine Spilze besitzt 

**) Man braucht zu diesem Zweck nur in irgend einer Meridianebene 
einen Kreis zu construiren, welcher die beiden Kugelflächen senkrecht durch- 
schneidet Die beiden Puncte^ in welchen dieser -Kreis und die Verbindungs- 
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struirt, so ist dioiit die Lage der drei Flächensystejue überhaupt voll- 
ständig bestimmt. 

Die Parameter dieser drei Fläcbensysteme sind es also , deren ich 
mich bei meiner Untersuchung als Coordinaten bedienen werde. Man 
könnte dieselben, falls ein Name erwünscht erscheinen sollte, die j,dipola- 
ren Coordinaten^" nennen. 

Einen besonders einfachen Charakter gewinnt die Beschaffenheit 
unserer drei Flächensysteme, sobald die beiden Begrenzungsflächen des 
gegebenen Körpers concentrisch sind. Alsdann nämhch fallt der eine Pol 
in den gemeinsamen Mittelpunct dieser beiden Flächen, der andere Pol 
in die Unendlichkeit und dem entsprechend verwandelt sich dann von 
jenen drei Flächensystemen das erste in ein System concentrischer Ku- 
geln, das zweite in ein System von Rotationskegeln und das dritte in die 
Meridianebenen dieser Kegel. Man übersieht daher sofort, dass die Para- 
meter der drei Flächensysteme sich in diesem Speeialfall in die gewöhnlichen 
Polar - Coordinaten verwandeln werden. Wollte man also, wie es wohl 
zweckmässig sein durfte, die dipolaren Coordinaten für diesen Specialfall mit 
dem Namen y,monopolare Coordinaten'^' bezeichnen, so würden die mono- 
polaren Coordinaten identisch sein mit (Jen gewöhnlichen Polar-Coordinaten. 

Ausserdem ist noch ein anderer Specialfall zu erwähnen, der dann 
eintritt, wenn die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen Körpers ein- 
ander gerade berühren. Findet dieses statt, so fallen die beiden Pole in 
einen Punct zusammen und zwar in den Contactpunct Jener beiden Flä- 
chen. Man könnte in diesem Specialfall die dipolaren Coordinaten mit 
dem Namen „synpolare Coordinaten'' bezeichnen. 

In meiner Abhandlung selber habe ich den Gebrauch der eben an- 
gegebenen Bezeichnungen „dipolar, monopolar, synpolar" vermieden; hier 
in der Einleitung dagegen (und ebenso auch in der Inhaltsangabe) werde 
ich, um an Kürze zu gewinnen, an diesen Bezeichnungen festhalten. 

Zur Lösung der Aufgabe , um welche es sich handelt , nämlich 
zur Bestimmung der vorhin genannten Function V ist es vor allen Dingen 



linie der beiden Kugelmittelpuncte einander schneiden, sind dann die bei- 
den Pole, 
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erforderlich, dass man den Ausdruck, in welchen sich der reciproke 
Werth der Entfernung zweier Puncte bei Einführung der neuen Coordi- 
naten Terwandelt, in eine Reihe zu entwickeln, im Stande ist, bei welcher 

jedes einzelne Glied Y der Differential -Gleichung 

d^Y dn.&'Y^^ 

Genüge leistet. 

Für die monopolaren Coordinaten ist diese Entwickelung bekannt- 
lich bereits von Laplace ausgeführt worden, und zwar mit Benutzung 

(«) 
einer Function P{rj), welche der Differential -Gleichung 

(») 



-^2_ + „(„+l)p(,) = 



drj 
Genüge leistet. 

Was nun die dipolaren Coordinaten anbelangt, so führt meine Unter- 
suchung zu dem merkwürdigen Resultat, dass bei Anwendung dieser die 
Entwickelung jener reciproken Entfernung mit der eben erwähnten La- 
place'schen Entwickelung der Form nach identisch wird; nämlich zu dem 
Resultat, dass es im Wesentlichen nur der Vertauschung der monopolaren 
mit den dipolaren Coordinaten bedarf, um die eine Entwickelung in die 
andere umzuwandeln. ''') \ 

Wesentlich anders gestaltet sich die Sache hingegen bei Anwendung 
der synpolaren Coordinaten. Geht man nämlich von dem allgemeinen 
Fall der dipolaren Coordinaten zu dem Specialfall der synpolaren Coor- 
dinaten über, so tritt bei Ausführung jener Entvtickelung an Stelle der 

(n) 

Zoplace'schen Function P{7i) eine gewisse andere bereits von Fourier 
und später von Beisel benutzte Function, welche ich mit J(nt]) bezeichne 
und welche der Differential -Gleichung 

Genüge leistet. Und gleichzeitig mit dieser Umänderung verwandelt sich 



*) Man findet die Entwickelung der reciproken Entfernung mit Hülfe 
der dipolaren Coordinaten d", ai, q> in No. 96, pag. 90 und auch in der Rand« 
bemerkung pag. 91 angegeben. 



ausserdem die Reihe, durch welche jene Entwickelung dargestellt wird, in 
ein bestimmtes Integral*) 

Ist der reciproke Werth der Entfernung zweier Puncte in der hier an- 
gedeuteten Art dargestellt, so lässt sich dann die Function bleicht ermitteln. 

In Betreff der synpolaren Coordinaten mag noch bemerkt werden, 
dass die darüber von mir angestellte Untersuchung beiläufig . zu einem 
Resultat führt, welches für die Theorie der Functionen im Allgemeinen 
nicht ohne Interesse ist Im Verlaufe der Untersuchung ergiebt sich 
nämlich, dass jede willkührlich gegebene, von zwei Argumenten abhängende 
Function durch ein gewisses (iretfaches Integral dargestellt werden kann; 
dass also für die eben genannten Functionen eine Darstellung existirt, 
welche dem jFowr/er'schen zweifachen Integrale für eine Function eines 
Argumentes vollständig analog ist. 

Von den zu Anfang genannten Problemen I. und II. wird in der 
vorliegenden Arbeit das Wärme - Problem ausführlich behandelt, auf das 
Elektricitäts - Problem aber nicht näher eingegangen werden. Es wird 
daher zweckmässig sein, wenigstens hier in der Einleitung kurz anzudeu-^ 
ten, wie man auch das letztere Problem mit Hülfe der in der vorliegenden 
Abhandlung gegebenen Entwickelungen zu lösen im Stande ist. 

Der Einfachheit willen beschränke ich mich dabei auf den Fall, 
dass der Körper aus zwei getrennten (oder auch einander {)erührenden) 
Kugeln besteht. Jede dieser beiden Kugeln ist mit einem gegebenen 
Quantum Elektricität geladen. Es handelt sich darum, die Vertheilung 
zu ermitteln, welche diese Elektricitätsmenged auf den Oberflächen der 
beiden Kugeln unter ihrem gegenseitigen Einflass sowie unter dem Ein* 
flu8s gegebener unveränderlicher Kräfte annehmen. Ich beginne damit, 
dass ich zuerst das Potential derjenigen Einwirkung berechne, welche 
nach Eintritt der eben erwähnten Gleichgewichtslage die auf beiden Kugel- 
flächen vorhandenen elektrischen Belegungen zusammengenommen auf 
beliebige Puncte des Raumes ausüben. Der Werth dieses Potentiales 



'*') Man findet diese Darstellung der reciproken Entfernung durch ein 
bestimmtes Integral unter Anwendung der synpolaren Coordinaten A, 8, qp 
in No, 140, pag. 118 angegeben. 
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"wird für jeden der drei Räume, in welchen der ganze unendliche Raum 
;, durch jene zwei Kugelflächen zerlegt wird , durch eine andere Function 

dargestellt werden. Der Werth des Potentiales für den Raum ausserhalb 
beider Kugeln mag mit F, der Werth desselben für den Raum innerhalb 
der einen Kugel mit F, und der Werth desselben für den Raum inner- 
halb der andern mit <Z> bezeichnet werden. Für das Potential V ergeben 
sidi nun zunächst folgende Redingungen. Rezeichnet P das Potential der 
gegebenen und unveränderlichen Kräfte, welche auf die Kugeln einwirken, 
so muss V eine stetige Function sein, welche in dem Räume ausserhalb 
der beiden Kugeln allenthalben der Gleichung 

Genüge leistet, welche ferner für die unendlich fernen Puncte dieses Rau- 
mes auf gewisse *) Weise gegen Null convergirt , und welche endlich an 
. der Oberfläche der einen Kugel der Relation F+P= C, an der Ober- 

fläche der andern Kugel der Relation 7 -HP - F Genüge leistet, wo C 
und r vor der Hand noch, willkührliche Constanten vorstellen. Diese 
Redingungen sind zur Restimmung von V vollständig ausreichend. Und 
zwar kann man vermittelst der in meiner Abhandlung gegebenen Formeln 
den Werth von V sofort hinstellen. **) Was ferner F anbelangt, so ist Feine 

stetige Function, welche innerhalb der ersten Kugel allenthalben der Gleichung 

d^F ^F ö^F _ 

genügen, und ausserdem an der Oberfläche dieser Kugel die Relation 
F-h P= C erfüllen muss. Analoge Redingungen ergeben sich mit 
Rezug auf die zweite Kugel für (Z>. Man sieht daher sofort, dass die 
Restimmung dieser Functionen F und keine Schwierigkeiten darbietet, 
dass nämlich die Werthe derselben vermittelst der bekannten Laplace- 



*) Für einen unendlich fernen Punct muss der Werth von F gegen 

— ' convergiren, wenn r den Abstand jenes Punctes von irgend einem festen 
r 

Puncte in der Endlichkeit und x eine beliebige Gonstante vofstellt. 

**) Berühren die beiden Kugeln einander nicht, so lässt sich solches 
mit Hülfe der Formeln pag. 110, No. 1 83 ;^ findet zwischen ihnen Berührung 
statt, mit Hülfe der Formeln pag. 145, No. 174 bewerkstelligen. 
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schen Entwickeiungen sofort berechDet werden können. Jedoch sind auch 
hiebe! die neuen Entwickeiungen, welche ich in meiner Abhandlung gebe, 
nicht ohne Nutzen. Wollte man nämlich der Laplace*schea Methode fol- 
gen, so würde man bei Berechnung Ton F und <Z> verschiedene Coordi- 
natensysteme zu Grunde legen müssen, indem man einmal den Mittel- 
punct der einen, das andere Mal den der andern Kugel zum Anfangspunct 
nehmen müsste. Wendet man dagegen die Methoden"^) an, welche- in 
der vorliegenden Abhandlung dargelegt werden, so kann man sich bei 
Bestimmung von F und (2> ein und desselben Coordinatensystemes, und 
zwar ebendesselben Coordinatensystemes bedienen, welches bereits bei 
Berechnung des zuvor besprochenen Potentiales V angewendet werden muss; 
so dass man also alle drei Potentiale F, F und unmitelbar als Func- 
tionen ein und derselben Coordinaten *"*") darstellen kann. Sind F, F, 
berechnet, so kann man dann bekanntlich die Dichtigkeiten der gesuchten 
elektrischen Belegungen der beiden Kugelflächen leicht durch gewisse 
Differential-Quotienten dieser Potentiale darstellen. Bezeichnet man näm- 
lich jene Dichtigkeiten bei den beiden Kugeln respective mit E und H, 

so ist: . „ dF dV 

47t E = ^ -5- 

är er 

wo r den Badius der einen , q den der andern Kugel vorsteUt. Endlich 
werden dann die in diesen Ausdrücken für E und H noch enthaltenen 
willkührlichen Constanten C und F leicht der Art bestimmt werden kön- 
nen , dass die auf jeder Kugel enthaltene Elektricitätsmenge den für die- 
selbe gegebenen Werth besitzt. 

Meine Methode zur Lösung des in Bede stehenden Elektricitäts- 
problemes ist also, wie man sieht, nicht nur allgemeiner als die von 
Poisson gegebene, sondern auch viel directer und einfacher als jene. 



*) In Bezug hierauf verweise ich, falls die Kugeln einander nicht be- 
rühren, auf die Bemerkung pag. 112; und, falls Berührung staltfindet, auf 
pag. 148. No. 175. 

**) Es sind dies, falls die beiden Kugeln einander nicht berühren, 
die dipolareriy und falls sie einander berühren, die synpolaren Goordinaten« 
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Um die einfach fortschreitende Entwickelung meiner nachfolgenden 
Untersuchungen möglichst klar hervortreten zu lassen, wird es zweck- 
massig sein , / hier gleich zu Anfang zweier Functionen zu erwähnen, 
welche im Nachfolgenden eine Rolle von durchgreifender Wichtigkeit 
spielen ; und in Bezug auf die Natur und die Eigenschaften dieser Func- 
tionen dasjenige kurz zusammenzustellen, was zum ungestörten Fortgang 
meiner Untersuchungen erforderiieh ist. 

Die Luplaee*sehe Function P (x). Entwickelt man den Ausdnick 

unter der Voraussetzung, dass rK^r^ ist, nach Po- 
vr^ + Ti* — 2rriX 

tenzen von r, so ergiebt sich eine ins Unendliche fortschreitende Reihe 
von folgender Form: 

' 1 1 . r , r* 

wo die X allein von x abhängen. Diese Functionen A, welche in der 
Analysis zuerst bei einer Arbeit von Legendre „Sur Tattraction des 
Spherofdes" hervortraten*), welche sodann durch die Untersuchungen 
Ton Laplaee in seiner „M^caniqne c^este^' einen weit aufgedornten Wiir* 
kungskreis erhielten, und welche gegenwärtig unter dem Namen „Lafdae^^-^ 
sehe Functionen'^ in den meisten Gebieten der mathematisclien Physik 
eine hervorragende. Wichtigkeit erlangt haben, werden auch för die hier 
vorliegende Untersachung unentbehrlich sein. Bezeichnen wn* die bei 

obiger Entwicklung mit — ^v^j mnttiplicirte Laplace'sche Function Xn — 

^* (») 

nach dem Vorgänge von Dirichlet — mit P (a;) , • so lautet jene, zur De- 
finition dieser Functionen verwendete, Entwickelung folgendermassen : 



'*') Man sehe darüber Heiners Haudbui^h der Kugelf unctioneti , Eiulei- 
tung. Pag. V. 

Neummn 1 
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""*«" .n (») 



V r * + r, * — 2rr, x Jt 

oder, falls wir auf beiden Seiten mit V^V^i multipliciren : 

^'•••^ /T-V.— ^^ (^)' -'^'^- 



^ — 4-— —2a; «-o 



Vi r 
Aus der Formel (1.) ergiebt sieh, wenn man die Entwickelung der 

links stehenden reeiprocen Wurzelgrösse nach Potenzen von r wirklich 

in) 

ausführt, als Werth von P{x) folgende ganze Function nten Grades*): 

(».) 

•5"/ s 1.3.5...*2n— J y „ ii.n — l - « , n.n - I .n— 2. n — 3 . \ 

Andererseits lässt sich aus derselben Fo^niel (1.), wie Heine auf 

in) • 

aeitt* ^eii^che Weise **) gezeigt hat , der Werth von P (x) auch iot Form 
eiines bestimmten Integrals erhalten, nämlich; 

Tl 

in) i r 



(^. a.) P ix) = —j{x -f Va?2— 1 cos ayda. 





Und hieraus ergiebt sich, wenn man cos x statt x setzt, für die Function 

(n) 

P (cos a?) sofort folgender Satz : 

(A.b.) Die Werthe der Functionen 

(11) (») 

„(«; , (/P(cosa?) (i*P(cosa?) 

P (cos a?), — ^j ^ , — j -j — ' , etc. etc. 

Metten, »0 lange wh da$ (reeU voramgesetzU) Argument x zwischen 
im Grmxen — 1 und + 1 bewegt , nicht allein fortwährend iUiig, eoM* 
dem auch beständig zvischen den Grenzen — 1 und +t. 

Hiermit sind alle diejenigen Eigenschaften der Laplace^sclien Func- 
tion augegeben, welche auf den Fortgang meiner nachfolgenden Unter- 
suchungen influiren. Noch andere Eigenschaften dieser Functionen wer- 
den allerdings später ebenfalls zur Sprache kommen , werden aber un- 
mittelbar im Hauptzuge meiner Deductionen von selber zu Tage treten, 
und bedürfen daher hier keiner abgesonderten Auseinandersetzung. 

*) Heine. L c. Pag. 6. 
**) Heine, l.'c. Pag. 14. 
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B4€ B§$$er8€k9 Funeti&n i(^)k Seiion Pourier wurde bei seinen 
UalerBUcfaungen ober die „Theorie analyti<{iie de )a chaleur'' veraHtMst, 
auf die Natur einer Function J{x) näher einzugeben '^), weiehe der Di0e* 
rential - Gleichung 

(-) . ^-^?^ i ^' - *) = 

oder, was dasselbe ist, der Differential -Gleichung 

und gleichzeitig den Anfangs- Bedingungen 

Genüge leistet. In ausgedehnterem Maassstatfe wurde diese Function 
spater von Poisson, dann aber namentlich von Bessel untersucht und 
angewendet. Ich werde dieselbe daher — nach dem Vorgänge von Lip* 
schitz — die y^BesseVsche Function" nennen. Für den Werth dieser 
Function fand bereits Fourier zwei Darstellungen , die eine in Form der 
für jeden Werth von x convergirenden unendlichen Reihe: 

die andere in Form des bestimmten Integrales 

71 ... 

1 /• 

(*. a.) J{x) — — I cos{x CO» a) da 



71 

u . 

Aus letzterer ergiebt sich sofort folgender Satz: 

(4.b.) Die Werthe der Functionen 

bleiben y wdthe Grösse das {reell vorausgesetzte) Argument x auch immer 
annehmen mag, f^rtnoährmd stetig und beständig ztoischen den Grenzen 
— 1 imd + 1. 



*) Fourier. Theorie analytique de la cUaleur. Pag. 369. 

1* 



fNo.4.J — 4 — 

Um die Werthe dieser Functionen für ein äassergt groase» x zu 
beurtheilen, ist es zweckmässig, auf die Differentialgleichung (3. a.) auniek* 
zugeben. Diese verwandelt sich alsdann nahezu in 

und wird daher zwei particuläre Integrale besitzen, welche för ein sehi* 
grosses x nahezu durch ^xj(x) — sinx und ylxJ(xy~co»x ausge- 
drückt werden. Die Function J{x) wird demnach einen Wertb besitzen, 
welcher sich für ein sehr grosses x nahezu in 
,^v „ . isinaj-f Z^coso; 

o»o m = — ;ji — - 

verwandelt, wo A und B noch unbekannte Constanten vorstellen. Zu 

einem ganz analogen Resultat gelangt man in Bezug auf die Function 

d J(x) 
J\x) =• . . Die für diese durch Differentiation von (3.) sieb er- 

gd)ende Gleichung 



kann nämlich in folgende Form gebracht werden: 

d'UxJ\x)]^i, 3 



+ (^-4^)'^^'^'^^) = ^' 



und verwandelt sich daher für äusserst grosse Werthe von x nahezu in 
(y-) ^^1 + Va? J\x) = 0. 

Diese mit (a.) vollständig ähnliche Gleichung zeigt; dass die Func- 
tion J\x) für ein sehr grosses x einen Wertb annehmen wird, der dem 
zuvor für J(x) selber gefundenen vollständig analog ist, dass nämlich, 
&lls X äusserst gross ist, nahezu 

. • V r// X ^' sina? + B' cos x 

werden wird, wo A' und ß* wiederum noch unbekannte Constante vor- 
stellen. Aus {ß.) und (d.) folgt nunmehr sofort, dass J{x) und . 
gegen Null convergiren, sobald x ins Unendliche anwächst. Hieraus aber 
ergiebt sich , dass Gleiches auch bei den Functionen — ^-W » — t\^ > 
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etc. etc. der Fall sein wird, wie man sofort erkennt, wenn man beachtet, 
dass zufolge (3.) der zweite Differential -Quotient — , \ dne lineare 

Function von J {x) und -.— ist, dass fenier zufolge der aus (3.) durch 

uX 

Differentiation nach x entspringenden Gleichung der dritte Differential- 
Quotient , j sich als eine lineare Function von /(o?), , und 

*-tA, darstellt , u. s. w. Also: 

(#. r,)* Die Werthe der Functionen 

convergiren, wenn x ins Unendliche anwächst, gegen Null 

Ausser den bisher über die Function J{x) erhalt^en Resultaten 
ist endlich für meine nachfolgenden Untensuchungen noch die Feststellung 
folgendes Satzes erforderlich: 

(ft.) Besitzt eine Function f(x) sowohl für x = x^ ab auch für 
a; r= (X) beslimmte endliche Werthe, und ist dieselbe, während x von x^ 
bis oq fortschreitet, entweder ohne Unterbrechung im Abnehmen oder 
ohne Unterbreehung im Zunehmen begriffen, so hat das Integral 

OD 

f(,x).J{x)dx 

einen festen endlichtn Werth. 

Um difsen Satz su beweisen, werde ich eine von Poisson *) angestellte 
und von Lipschitz**) vervollstAndigte Untersuchung über die Function J(x) 
zu Hfilfe ziehen. Poisson suhstituirte , um die Gleichung (3.) zu integriraii»^. 
in derselben für J(x) folgenden Ausdruck: 

, . ,/ N q>{x)9mx-^tlKx)cosx 
(a.) J(a:) == ^^^^ 

und fand, dass sowohl jener Differentialgleichung als auch den Anfangsbedin- 
gungen (3. b.) genügt wird, wenn man^für q>{x) und ^(x) folgende semi- 
convergente Reihen nimmt: 



/ 



*) Journal de P^le polytechnique. Cahier XIX. Pag. 349. 
*«) Borchardt iopmal f. Math. UI. Pag. 189. 
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y(^)=i + ii_i<«_4«+i.« ^ ^ — + + ... 

^^ X X^ X^ X* x^ 

> N ^ ^i An A9 Aa 

V»(«) = 1 — -^ - -5* + -^ + -i + +...- 

' ' X X X x^ 

wo i4| , Aij Ag ... die Zahlen 

"•»" 2.4^2.2/ 

"*•" 2.4.6V2.2.2/ \ . 

etc. etc. 
vorstellen. Diese semiconvergenten Reihen oder vielmehr die einfacheren 
Reihen, welche sich aus jenen für die Summe (fi{x) + \p{s) und die Diffe- 
renz fp(x) — yp{x) ergeben: 

y(a?) 4- ^x) ^ ^ A^ ^ A^ ^e I 

2 . x^ x^ a?* "•" 

y(ay)— V;(a?) _ A^ A^ .^ ^4^ A^ ^ 

iT op* or* 05^ 
wurden von Lipschitz genauer untersucht. Derselbe gelangte zu dem Resul- 
tat, dass bei Anwendung dieser Reihen der bei Summaiion der ersten n Glie- 
der und Fortlassung der übrigen entstehende Fehler immer kleiner als das 
(ii-|-l)tef»Olied ist. Versteht man daher unter S- ^ ^{x) und ® « ©(.r) 
zwei unbekannte Functionen, welche für alle Werthe von x zwischen den 
Grenzen — 1 und -f 1 bleiben, so kann man 

(p{x) ^ x})(x) _ . _ ^^ 
2 "" oj« 

y( a?) — \p{x) ®id| 
mitbin 

setzen. Dadurch ergiebt sich dann für die Bessersche Function «/(a;), zufolge 
(er.), folgende Darstellung: ' 



^^ ^ \4x ' t4x x^xf^n 

i 1 QA^ •9'A^ \ cos j ; 

\^ x^x «*^« f V^ 
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Mit Hülfe dieser Formel wird es nun möglieh sein, den Satz (5.) in voller 
Strenge zu beweisen. Zuvörderst mag bemerkt werden, dass der Werth 
des Integrales, um dessen Untersuchung es sich dabei handelt, offenbar ein 
endlicher äein wird, falls maii die Integration nicht vorn x^ bis äc, sondefn 
von x^ bis zu einem beliebigen endlichen zwischen, x^ und öo gelegenem 
Werthe p ausdehnt. Solches ergiebt sich nflmlich sofort, wenn man beachtet, 
dass die linter dem Integrale befindlicfae Function f{x) den in (5.) gemachten 
Voraussetzungen zufolge innerhalb des Intervalles a-^ bis oo überall endlich 
ist, und ferner beachtet, dass die andere unter dem Integrale stehende Func- 
tion J{x) zufolge (4. b.) durchweg endlich bleibt, welchen Werth das Ar- 
gument ac auch immer annehmen mag. Denkt man sich daher das in (5.) 
angegebene lalegral im zwei Tbeile zerlegt, von denen der eine die von x^ 
bis p, der andere die von p bis oo fortgehende Integration umfasst, so wM 
der Satz (5.) in voller Allgemiiinheit bewiesen sein, sobald dargethan ist, dass 

00 



(y.) jf{£)J{x)'ds 



V 

einen bestimmten endlichen Werth besitzt. Wir erlangen dadurch den Vor- 
theil, dass wir an Stelle der ursprünglich gegebenen, möglicherweise nega- 
tiven, unteren Grenze aß^ es nun mit eimer unteren Grenze p zu thun haben, 
^e wir zwischen x^ und oo beliebig wühlen, die wir also — was in 
der That geschehen mag ^~ immer positiv voraussetzen können. Durch 
Substitution des Werthes (j9.) verwandelt sich dieses Integral (}/.) in 



00 OO 



(A) fa.)j{.)ä^ = 2:7'-^- «^ 



p 



1 f f{x).i 
' ^n I ^x 



f{x).tims^ 



p 

wo das id erster Zeile stehende Zeichen S eine Summe von 4 Integralen 
andeuten soll , die von einander durch verschiedene Werthe von U differireu, 
in welchen nllmlich ü der Reihe nach folgende Bedeutungen hat: 

(€.) ( ^ 

•9 sin X .. „ A^ 9 cos x 

X V^ * 



( 1) ümz i^.0uinx. 2) üa= —^.ecosflp. 
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Ujn nun nachzuweisen, dass das Inte^^ral (/,) oder iß.) einen bfi^^gmifpi 
endlichen Werth besitzt, werde ich die in (d.) auf der rechten ^ite stehenden 
Integrale einzeln untersuchen; und zwar successive zunächst die Integrale, 
welche dort in erster Zeile stehen, sodann das in zweiter Zeile, endlich das 
in dritter Zeile befindliche Integral . näher in Betrachtung ziehen. 

Irgend eii^$ unier den 4 Integralen erster Zei^e (iu d.) hat die Form 



00 



(SO J 



' K") . V 



dx , 



P 
wo U eine der in (6.) angegebenen Functionen vorstellt. Beaeehtet man, dass 

p positiv ist, ^ass also innerhalb des Integr^^ions-Intervülles. p...oQ der 

Werth a;;==0 nicht enthalten ist, und beachtet man aussesdean, dass 4|, At 

Bn veränderliche Zahlen sind, ferner d' ^ ^x), & = @(a;).Funotioiien vorstellen, 

die fortwährend zwischen — 1 und + 1 bleiben; so ergiebl sieh aus («.) 

sofort, dass die Function ü innerhalb des Integrations-lntervalles p . . . oo 

durchweg endhch bleibt. Da ferner (zufolge 5.) von Hx) dasselbe gilt, so 

werden sich immer zwei endliche Grenzen A und B angeben lassen, zwischen 

welchen der Werth des Productes f{x) . ü eingeschlossen bleibt, während 

X von p bis oo fortgeht. Demnach ergiebt sich; 



.r^ ^ / 7(^) Uäx fdx 

i/Ux V W« V w^ 



P P V 

d. i. 

00 






p 

Damit aber ist bewiesen, dass das Integral (^.) einen endlichen Werth 
besitzen muss. Dass iderselbe ein vollständig bestimm ter sein muss, unter- 
liegt ebenfalls keinem Zweifel, da der unter dem Integralzeichen stehende 
Ausdruck für a? = oc verschwindet. 

W<u da* lMt§rai »weiter Zeile (tn d.) anbelangt ^ so müssen wir, 
um dieses zu untersuchen, zwei Fälle unterscheiden, je nachdem die in 
(6.) definirte Function f{x) auf dem Wege von a;^* bis <x>, also auch auf 
dem Wege von p bis oc, beständig im Abnehmen oder beständig im Zuneh- 
men begriffen ist. Wir bezeichnen die Function f{x) im ersten Fälle mit 
a(x), im zweiten mit t{s), und untersuchen successive zuerst die Integrale 



00 00 



. . /*sin» . ^ /*«(«). sin OB - 

(i7.) / -7 — dx und / — ^-^i~ — dx 



f V 



darauf das integral 

P 
Mr p kiMien wir tiabei einen Wertb nebmen, der irgendwo innerhaib des 
«rs^üngHch g^^ebenen Intervadles . ^o . . . oo liegt. Es ist hier EweckraSssig, 
p so gross zu wählen, dass jede der Functionen a{») und ^(o;) auf dem 
Wege x^B, p bis a; = oo fortwährend einerlei Vorzeichen behsH; was, zufolge 
der in (5.) über f(x) gemachten und s^uf ct{x) und ^(jr) sich übertragenden 

> 

Voraussetzungen, immer möglich sein ^ wird. Gleichzeitig mag dabei p so 
gewftMt itenfett, dass dass^be ^sss^ nn d. h. gleich einem ganzen ^ielfttchen 
von n wird. Jedes der beiden Integrale (ij.) kann nun dadurch, dass man 
das von s =a p 3=: »tt bis 4e = 00 gehende integrations * InterTall in einzelne 
filettentar-InterYaUe jedes von der Länge n aerkgt, in eine unendliche Reibe 
venvandeH werde«, Sinx wird dann von einem Elementar -lutervall zum 
andern bin sein Vbrzetehen wechseln, während 4^ und, der för p getroffenen 
Wahl zufolge, auch a(x) durchweg einerlei Vorzeichen behalten. Die m Rede 
stehende Reihe wird daher, mag es sich nun am das eine oder das andere 
der beiden Integrale (jj,) handeln, aus Gliedern bestehen, die abwechselnd 

positiv und negativ sind. Da ferner die Function -7- und ebenso, zufolge 

der über a{x) gemachten Voraussetzungen, auch die Function — W auf dem 

Wege X =- p bis JD = oc unaufhörlich im Abnehmen hegnifen ist und beide für 
s = <x> verschwinden, so wird, wie man leicht übersieht, das allgemeine 
Glied der in Rede stehenden Reihe mit wachsender Stellenzahi seinem abso- 
luten Werthe nach fortwährend kleiner und kleiner werden, und gegen Null 
convergiren, sobald die Stellenzahl ins Unendliche anwächst. Da nun be- 
kanntlich eine Reihe, welche die eben erwähnten Eigenschaften besitzt (d. i. 
eine Reihe mit Gliedern von altern irendem Vorzeichen, die ihrem absoluten 
Werthe nach von Anfang der Reihe nach dem Ende derselben hin fortwährend 
kleiner und kleiner und zuletzt Null werden) immer convergent ist, so haben 
die durch eine Reibe solcher Art dargestellten Integrale (j;.) einen festen 
endlichen Werth. 

Um ferner das Integral (^.) zu untersuchen, bezeichnen wir den Weith, 
welchen die daselbst vorhandene Function ^{x) für x = oc annimmt, mit C, 
Dann wird die Differenz C — ^{x) eine Function von x sein, welche auf 
dem Wege x =^p bis x = 00 fortwährend im Abnehmen begriffen ist, also 
eine Function sein, welche vollständig den Charakter der soeben behandelten 
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Functioi^ ct(x) hat. Es werden demnach die Integrale 

cf^äx / V:lC(^)1 sin X ^^ 

p . p 

welche aus (ij.) dunch Substitution von C — C(x) für a(s) und «hirch Mul- 
tiplicatioo mit € entstehen, feste endliclie Werthe haben. Gleiches wird daher 
auch von der Differenz dieser beiden Integrale: 

y" üx) siii X , 

P 
gelten. Damit aber ist bewiesen, dass das Integral {&.) einen festen end- 
lichen Werth besitzt. 

fVat endlieh dat integrül driUer Zmle {in d.) anbelangt, so wird 
man offenbar genau dieselbe Methode, deren wir uns soeben hei Untersnehmig 
des Integrales zweiter Zeile bedient haben , anwenden können , utn < naohcv- 
weisen, dass auch dieses Integral einen festen endliohen Werth besitzt 

Damit ist dann aber der Satz (5.) vollsUbidig bewiesen. 



Erster Abschnitt. 



§. ]. Nähere Angabe des zu lösenden Froblemes. Untersuchung der 
Bedingungen, welchen die den tlalionären Temperatur zustand repräsen- 

tirende Function genügen muts. 

Das Problem des stationären Temperatur-Zustandes wird durch die 
vorliegende Untersuchung für einen homogenen Körper gelöst werden,- 
welcher von irgend zwei gegebenen Kugelfilächen begrenzt wird, unter der 
Voraussetzung, dass der Körper an diesen seinen Begrenzungstlächen mit 
beliebig gegebenen unveränderUchen Wärmequellen in Contact ist, im 
Innern des Körpei's aber keine weiteren Wärmequellen vorhanden sind. 
Die Gestalt des Körpers wird, je nach der Lage der beiden gegebenen 
Kugelflächen zu einander, sehr verschieden ausfallen können; und es sind 
demgemäss folgende beiden Fälle zu unterscheiden. 

(6.) Es kann erstens von den beiden Flächen die eine inner- 
halb dei: andern liegen, so dass der Körper eine schalenförmige Gestalt 
besitzt. In diesem Falle handelt es sich dai*um , denjenigen stationären 
Temperaturzustand zu bestimmen, zu welchem dieser Körper schliesslich 
gelangen wird, falls seine Begrenzungsflächen mit beliebig gegebenen und 
unveränderlichen Wärmequellen in Contact sind. Die anfängliche Tem- 
peratur im Innern des Körpers wird dabei gleichgültig, nämlich auf die 
Beschaffenheit des schliesslich eintretenden stationären Zustandes ohne 
Einfluss sein. 

Bezeichnet man die Temperatur > welclie nach Eintritt des statio- 
nären Zustandes in irgend einem Poncte {x, y^ z) des Körpers yorhan- 
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den sein wird, mit F, so lautet das hier zu lösende Problem, in die Ana- 
lysis übersetzt, folgendermassen: 

(9.) Es soll eine von den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z ab- 
hängende Function V ermittelt werden, welche 

La) innerhalb des Körpers der Gleichung JV-0*) Genüge leistet; 

.,.x I, . M. .,., . ' s^ ^y ^y . 

I.b) welche ferner sammt ihren Ableitungen tj— , -3- , -^- inner- 
halb des Körpers überall stetig ist; und welche endlich 
II.) an den beiden Begrenzungsflächen beliebig gegebene Werthe besitzt. 

(8.) Zweitens kann eine von den beiden gegebenen Kugeiflächen 
ausserhalb der andern liegen. Der von diesen beiden Flächen be- 
grenzte Körper wird dann einen Raum einnehmen, welcher die beiden 
Kugeln wie Inseln umgiebt und sich ;iach Aussen hin überall ins Unend- 
liche erstreckt. Auch hier handelt es sich wieder um die Ermittelung 
desjenigen stationären Temperaturzustandes, welcher in diesem Korper 
schliesshch eintreten wird, falls die Oberflächen der beiden innern Höh- 
lungen mit beliebig gegebenen, unveränderlichen Wärmequellen in Berüh- 
rung sind. Jedoch ist hier die Beschaffenheit dieses Zustandes ausser 
von der Temperatur jener Wärmequellen auch noch abhängig von der 
Anfangstemperatur dieses nach allen Seiten hin ins Unendliche ausge- 
dehnten Körpers; demnach die hier vorliegende Aufgabe nur dann eine 
vollständig bestimmte, wenn ausser der Temperatui- jener Wärmequellen 
auch noch die Anfangstemperatur des Körpers gegeben ist. Durch die 
nachfolgende Untersuchung wird diese Au^abe für den Fall gelöst wer- 
den, dass in dem Körper zu Anfang allenthalben ein und dieselbe 
Temperatur herrschte. Da 'man sich immer einer Temperatur - Scala be- 
dienen kann, bei welcher diese gegebene Anfangs -Temperatur in den 
NuUpunct fallt, so wird die Allgemeinheit der eben genannten Aufgabe 
keine weitere Beeinträchtigung erleiden, wenn man jene Anfangstempera- 
tur geradezu — annimmt. 



Qty d^r d^V 
*) Unter JV wird stets her Ausdruck ^— , + ^v 5- + ir« verslan- 

äx^ v%ß ex* 

den werden. 
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Udiieiirai^ mm die hiemit vorgel^te Au%abe in die Aiudjsis, so 
trkt 20 den drei in (7.) att%e^e]lten Bedingungen noch eme vi^te Mazu^ 
welche sich auf die Temperatur in unendlicher Feme bezieht, und zu 
welcher man auf folgende Weise gdangt. Um einen Punct O, w/ekher 
sich irg^dwo im Innern des Körpers , und zwar in der Nähe seiner bei- 
den kugelföinmigen Höhlungen befindet, werde eine. Kugelfläcbe K mit 
einein äusserst grossen Radius beschrieben. Dieselbe soll so gross sein, 
dass die Dimensionen der Hölüungen und deren Abstände von im Ver- 
gleich mit dem Radius von K verschwindend klein erscheinen. In Bezug 
auf denjenigen Theil des Körpers, welcher jenseits K liegt, werden dann 
jene beide Höhlungen wie zwei Puncte erscheinen, und zwar wie zwei 
Puncte, welche mit dem Centrum der Fläche K zusammenfallen. Der 
Temperaturznstand jenseits K wird daher so beschaffen sein, als wären 
die gegebenen Wärmequellen sänrnitlich in concentrirt. Beachtet man 
diess und beachtet man ferner, dass zur Zeit des Anfangszustandes di^ 
Temperatur überall ^ gewesen sein soD, so ist klar, dass sowohl zur Zeit 
des nachfolgenden variablen Zustandes als auch zur Zeit des schliesslich ein- 
tretenden stationären Zustandes die isothermen Flächen jenseits K aus con- 
centrischen Kngelflächen bestehen werden, deren Centinim in liegt. In 
irgend einem jenseits K gelegenen Puncte wird daher nach Eintritt des 
stationären Zustandes eine Temperatur V vorhanden sein, welche allein 
von der Entfernung zwischen jenem Puncte und zwischen abhängt. 
Bezeichnet man diese Entfernung mit r, so wird also V ~ F{r) sein. 
Die Function F(r) muss den Bedingungen (7, La und I.b) Genüge leisten 
und daher folgende Gestalt haben : 

T - - + k' 
r 

wo k und k' irgend welche Constanten vorstellen. Beaclitet man nun 

ausserdem, dass sich die Temperatur F, wenn r ins Unendliche anwächst, 

immer mehr und mehr derjenigen Temperatur nähern nmss, welche zu 

Anfang im ganzen Körper vorhanden war, dass also V für r ~- oo gegen 

convergiren muss, so ergiebt sich sofort, dass Ar' = ist. Die Gleichung 
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zu welcher WHT hio^durch gelaigen, enthält eine Tierte BadkigiEBg, welche 
kd Bestiimiiung des stationären Temperatorzustaiides mit za beaeblen iet 
(O.) Es handelt sich demnach hier um die Ermittelung einer v«b 
{x, ffj z) abhängenden Function V, welche 

La) an allen Stellen des Körpers der Gleichung JV=^0 genagt, ^ 

dV dV dV 
I.b) welche ferner sammt den Ableitungen -^ , -k~ , p- im Köi^ 

per allenthalben stetig ist, 

I.c) welche ausserdem für unendhch weit entfernte Lagen des Punctes 

k 

(^S y» 2j) gegen einen Werth von der Form — convergirt, wo Ar 

r 

irgend welche Constante bedeutet und r den unendlich grossen 

Abstand vorstellt, welchen der Punkt (x, y, z) alsdann von irgend 

einem festen Puncte aus besitzt; 
11.) und welche endlich an den beiden innern Begrenzungsflächen des 

Körpers beliebig gegebene Werthe besitzt. 
Um für die nachtolgenden Untersuchungen die Uebersicht zu er- 
leichtern, wird es zweckmässig sein, sowohl in (7.) als auch in (9.) die 
Bedingungen (I.) scharf zu trennen von den Bedingungen (II.) Die erste- 
ren, welche aUein von der Gestalt des Körpers abhängen, nämlich voll- 
ständig hingestellt werden können, sobald der von dem Körper einge- 
nommene Baum bekannt ist, werde ich die Hauptbedingungen, die 
letztern hingegen, zu deren Festsetzung es noch der jedesmaligen Angabe 
einer oder mehrerer Functionen bedarf, die Nebenbedingungen 
nennen. 

(lO.) unter einer Function des Ptinctes (a?, y, 2), welche 
innerhalb eines gegebenen Raumes die Hauptbedingungen erfüllt, soll 
demnach fortan eine Function verstanden werden ^ welche 

a) innerhalb jenes Raumes überall der Gleichung ^0 - gettügt^ 

b) welche ferner innerhalb desselben sammt -x— » -t- » -t- aUent- 

öx oy dz , 

halben stetig bleibt, 

c) und welche endlich, falls der gegebene Raum sich ins Unendliche hin 

k 
erstreckt, gegen einen Werth von der Form — convergirt, sobald 

der Punct {x, y, z) nach unendlich fernen Stellen dieses Raumes 
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/or<f0^(, wo 1f irff^U wüche ConstanU bezächiui, und r die 
abdann zwischen (x, y, z) und irgend einem festen Puncte 
vorhandene unendlich grosse Entfernung vorstellt, 
lu Betrefl dieser HauptbedingUDgen mag noch Folgendes bemerkt 
werden. Denkt man sieb ausserhalb eines gegebenen Raumes oder aucji 
auf den Begrenzungsflächen desselben irgend welche Massenvertheilung, 
so wird das Potential dieser Massen auf einen variablen Punct (a?, y, z), 
der innerhalb des gegebenen Raumes liegt, eine Function von x^ y, z 
sein, welche offenbar den Bedingungen a), b) und, falls der gegebene 
Raum sich nach allen Seiten hin ins Unendliche ausdehnt, auch der Be- 
dingung c) Genüge leistet. Ein solches Potential wird also stets eine 
Function sein, welche innerhalb des gegebenen Raumes den Hauptbedin- 
gungen Genüge leistet. 

Da wir im Folgenden fast beständig mit Functionen zu thun haben 
werden , die innerhalb irgend welches Raumes die Hauptbedingungen er- 
fäUen, so wird es hier am Orte sein, zwei Theoreme anzugeben, durch 
welche die Rechnungs-Operationen mit derartigen Functionen eine ausser- 
ordentliche fiittfochheit gewinnen. 

(if.) Krst^s THeoreu». Sind und V Functionen von rv, 
y, z, weleke innerhalb -eines beliebig gegebenen Raumest der jedoch nach 
Aussen hin entweder allseitig begrenzt oder allseitig unbegrenzt voraus- 
gesetzt wirdj den Hauptbedingungen (10.) Geniig0 leisten , so ist: 

wo du irgend ein Element der den Raum begrenzenden Flächen ^ N die 
eruf do errichtete, aus dem gegehenen Raum hinauslaufende Normak 
vorstellt, und wo die Integration über sämmtliche Begrenzungsflachen*) 
des Raumes ausgedehnt ist, 

*) £in Raum, der äusserUch nach allen Seiten hin unbegrenzt ist, 
hat, dem Wortlaute zufolge, nacli Aussen hin keine Grenze. Dem entsprechend 
wird unter dem Namen „ ßegrenzungsfläche '' immer eo> ipso eine in der 
Endlichkeit liegende PiSche verstanden werden , so dass z. B. der naeh 
allen Seiten hin sieh ins Unendliche erstreckende, eine gegebene Kugelfläche 
wie eine Insel umgebende Raum nur eine Begrenzungsfldche besitzt. 
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(It.) Zweiten Tlieot*ein. Ist eine funettan i)bk x, y, %, 
welche innerhalb eines gegebenen Raumes , der jedoch naih Aussen hin 
entweder allseitig begrenzt oder allseitig unbegrenzt vorausgesetzt wird, 
die Hauptbedingungen erfüllt^ und bezeichnet T den recipröken Werth 
der Entfernung des Punctes (x, y, z ) von irgend einem festen Punete 
i^t ^ Vt p ^i) y ^0 ^^ d<^ Integral 

jenacAdem (xi, y, > z^) ausserhalb oder* innerhalb des gegebeneu Rau- 
meß liegte entweder =0 oder =47k<2>|, wo unter 0i derjenige Werth 
zu verstehen ist, welchen <P im Punete (a^i, yu 2|) besitzt. Die Bedeu- 
tungen von do , N und des IntegrcUionszeichens S sind hier dieselben^ 
wie in (11.)- 

Beweis dieser beiden Theoreme, £s sei zunächst ein in der Endlich- 
keit liegender Raum gegeben, dessen Begrenzung einen besonders eiufachen 
Charakter darbietet, nämlich so beschaffen ist, dass sie (wie es z.B. bei 
einem Ellipsoide oder bei einem Parallelepipedum der Fall ist) von jeder 
geraden Linie immer nur in zwei Puncten geschnitten wird; Ausserdem 
sei irgend welche Function der rechtwinkligen Ooordinaten x^ g, z- gegeben, 
deren Werihe stetig sind, so lange der Punct (x^ y, s) innerhaik des ge- 

f)f rif r^f 

nannten Raumes bleibt , über deren Ableitungen ^ , ^ * TT J^^^ "~~ ^^^ 

die Stetigkeit oder Unstetigkeit ihrer Werthe anbelangt — keinerlei Vor- 
aussetzungen gemacht werden sollen. 

Der gegebene^Raum werde durch £benen , die zum Theil mit der ty — , 
zum Theil mit der a;z Ebene parallel sind, in unendlich dünne Prismen 
zerlegt. ■ Irgend eines dieser Prismen reiche von einer Steile A der ItegreD- 
sungsAäche des Raumes bis zu einer andern Slelle B derselben hin; dt»a und 
dob seien die beiden Elemente jener Fläche, welche das Prisma bei A und B 
begrenzen; ferner sei dx dy dz irgend ein Volumelement des Prismas ^ und 

■J- der diesem Volumelement entsprechende Werth des Differential-Quotienten 

öx 

-?p-: alsdann wird das über alle Volumelemente des Prismas ausgedehnte 

ox 

Integral von -J- ds dy dz immer*) folgenden Werth besitzen:. 



') Bekianntlich gilt für irgend eine Function (f){x) die Formel 
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*6 



(*) j •£dxdndz = ih—fa) dy dz , 



X 

a 



WO Xay Xb und fa, fb die den Endpuncten i, B des Prismas entsprechenden 
Werthe von x und f vorstellen. Da der senkrechte Querschnitt dy dz des 
Prismas als die Projection des Elementes doa und ebenso auch als die des 
Elementes doh auf die yz Ebene angesehen werden kann, so wird, falls a 
und ß die spitzen Winkel sind, unter welchen die Elemente do^, do^ 
gegen die y% Ebene geneigt sind, 

(**) dy dz = dOfl cos a = doh cos /9 

sein. Versteht man unter Na und N^ (Fig. 1.) die auf doa und ilo^ errich* 
teten und aus dem gegebenen Raum hinauslaufenden Normalen, ferner unter 
{Na^ «), (ßhy oc) die Winkel, welche diese Richtungen mit der Richtung 
der X Achse einschliessen, so wird man 

«=. 180«->(iVfl, X) ß^{Nt, x) 

hatbeby und durch Substitution dieser Werthe in (^) 

äydt^= - doa cos (Na , a?) =r + dob cos (iV^, a?) 
erhalten. Hierdurch gewinnt die Gleichung (*) folgende Gestalt: 



*6 



J 



X 



^dxdydz = fa coa ( N a, x)doa-{- ft cos (Ni,, x)doi,. 



;, 



y(jr) d* = 9)(^) — 9)(p) 

p 
dQp(a7) 
auch dann, wenn ^ » yX^) unstetig ist, falls nur 9)(aß) selber von 

ds 

UnStetigkeiten frei ist. Man überzeugt sich hievon in der That augenblick- 
lich, wenn man q>{x) als die Ordinate einer Gurve betrachtet. Diese Gurve 
wird, da q>{x) als stetig vorausgesetzt ist, in ihrem Zuge keine Unterbrechung 
darbieten, wird aber, da yi\x) unstetig sein kann, in ihrem Laufe mdglicher- 
weise plötzliche Wendungen machen. Man übersieht aber sofort, dass das 



Jq>M 



integral Jg>(x)dx auch dann, wenn solche plötzliche Wendungen vorhanden 

sind, immer die Höhe darstellen wird, um welche die Gurve beim Fortgang 
von der Abscisse x=^p bis zur Abscisse s ^= q ansteigt, mithin immer gleich 
9{^) — 9^?) sßiö wird. Demnach wird die Gleichung (*) gelten, obwohl 

df 
hinsichtlich des Ganges der Function ^ jede Voraussetzung unterblieben ist 



(No. 12.] 



— 18 — 

Fig. I. 




Da in dieser Gleichung unter dem Integrale linlcs alle Volumele- 
mente dx di/ d« des betrachteten Prismas vertreten sind und rechts die bei- 
den Endflächen Aou<> dob desselben sich vorfinden, so wird man, falls die 
analogen Gleichungen für alle übrigen Prismen, aus denen der g^^ebene 
Raum besteht, ebenfalls aufgestellt gedacht werden, durch Addition aller die- 
ser Gleichungen eine Formel erhalten, in welcher links alle Volumelemente 
aller Prismen , d. i. sämmtliche Volumelemente des ganzen gegebenen Raumes 
vertreten sind, und. in welcher sich auf der rechten Seite die vordem und 
hintern Endflächen aller Prismen , d. i. sämmtliche Flächenelemente do vor- 
finden, aus welchen die Regrenzung des Raumes besteht. Die in Rede ste- 
hende Addition wird daher eine Formel 



(a.) /// J-dxdydz = S/cos (/V, a?) do 



iefern, in der das Integral links über das ganze Volumen, das rechts über 
die ganze Regrenzung des gegebenen Raumes ausgedehnt ist 

Haben wir es nun nicht mehr mit einem Räume von dem bis jetzt 
vorausgesetzten besonders einfachen Charakter, sondern mit einem ganz be- 
liebig gestalteten , jedoch in der Endlichkeit liegenden Räume zu thun , so 
werden wir die Formel (a.) allerdings nidit mehr unmittelbar anwenden 
dürfen; dagegen werden wir immer im Stande sein, den gegebenen Raum, 
welches auch die Anzahl seiner Regrenzungsflächen und wie auch die Gestalt 
derselben beschaffen sein mag, durch irgend welche Flächen in Raumtheile 
zu zerlegen, deren jeder jenen besonders einfachen Charakter besitzt, und 
sodann die Formel (a.) auf jeden einzelnen dieser Raumtheile anwenden dftr- 
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fen, vorausgeaetzt, dass die gegebene Funclion f{x^ y, %) innerhalb des ganzen 
gegebenen Raumes wiederum überall stetig ist. Denken wir uns nun dit 
Gleichung (a.) für alle jene Raumtheile wirklich aufgestellt, so werden sich 
bei der Addition aller dieser Gleichungen auf der rechten Seite diejenigen 
Integrale fortheben, welche sich auf die zur Zerlegung angewendeten Flachen 
beziehen. Stellt nämlich do irgend ein Element einer solcJien FUche vor 
und sind R und B! die beiden Raumtheile, welche in do zusammengreozen, 
so wird die für R gebildete Gleichung (or.) das Glied 

K f cos (iV, 0?) do 

UDd die für ^ gebildete das Glied 

f cos (^N\x)do 
enthalten. Es haben aber diese beiden GL'eder entgegengesetzte Werthe, weil 

N, N* zwei Linien von entgegengesetzter Richtung, nämlich N die auf do 
errichtete und aus R herauslaufende, N' die aus R* herauslaufende Normale 

vorstellen. Aus den vorhin bezeichneten Gleichungen wird sich demnach 

durch Addition folgendes Resultat ergeben: 



I j j -J-dxdydz = 8fcos{N, x).do 



wo das Integral links über das ganze Volumen, das Integral rechts über alle 
Begrenzungsflächen des gegebenen Raumes ausgedehnt ist. Analoge Formeln 

werden sich natürlich auch für die Integrale j 1 / ^ dx dy dz und 

j I l^dxdydz ableiten lassen. In diesen Formeln lassen sich die tri- 
gonometrischen Grössen cos (^, a?), cos (iV, y), cos(iV, 2) durch gewisse Dif- 
ferential-Quotienten ersetzen. Versteht man nämlich unter dx , dy, dz die 
Zuwächse, welche die Coordinaten des Punctes x^ y, z erhalten, während 
derselbe von einer Stelle der Begrenzung aus in der Richtung der dort vor- 
handenen Normale N um die kleine Strecke dN fortrückt, so werden sich 
dx.dyjdz als die rechtwinkligen Projectionen von dN ansehen, folglich so 
darstellen ^ssen: 

dx = dN cos (N, x), dy ^ dN cos (iV, y) dz = dN cos {N, «). 

Mit Rücksicht hierauf lässt sich das gefundene Resultat so aussprechen: 

Sind die Warlhe Biner Function /{s, y» z) innerhalb eines gegebenen 
in der Endlichkeit liegenden Raumes allenthalben sielig, so gellen immer 
folgende Formeln: 



JJJ^ 
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5^ dx dy dz = S/cos (iV, x) do = ^f'Tjü ^o 

(/».) IjJJ^^'^^y^'^ ^ 8/cos(iV,y)do = S/"^^^ 
I ll^dxdydz == 8/* cos (iV, ä) do = NAty^ö 

wo stcA dt« Integralion JjJ auf alle Volumelemenle, die integralion S auf 
alle Begrenzungselemente do des gegebenen Räumet erslreckty und u^o N die 
auf do errichtete, aus dem Räume hinauslaufende Normale vorstellt. 

Sind nun 0=OQx, y, Zt und 'F« V(a?, y, «) zwei Functionen, 
welche sammt ihren ersten Ableitungen innerhalb des hier betrach- 
teten Riaumes überall stetig sind, so wird dasselbe auch von den aus diesen 
Functionen und aus ihren ersten Ableitungen zusammengesetzten Ausdrücken 

do dW 

do dV 

gelten, so dass die Formeln (ß,) auf dieselben sofort anwendbar sind. Da- 
durch ergiebt sich: 

und daraus durch Addition: 

yX/l'*' ^ä> - <0 ^ V') rfa; dy d« = §(«? ^ - <J) ^-^) do 
also^ falls JO und J^ innerhalb des gegebenen Raumes überall Null sind: 
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W SW-^— a--o 



Offenbar wird den hier an V gestellten Anforderungen genügt, wenn man 
V =E 1 setzt, so dass sich als specieller Fall noch folgende Formel ergiebt : 



(>'•) Ssf ^^ = 0- 



dN 

Ferner werden die bei Ableitung der Formel (y.) in Bezug auf 
V{x^ y, %) gemachten Voraussetzungen auch dann erfüllt werden, wenn man 
für diese Function den reciproken Werth T derjenigen Entfernung nimmt, 
weiche der variable Punct (o;, y> s) von irgend einem festen Puncte (1) aus 
besitzt, vorausgesetzt, das$ derselbe sich ausserhalb des gegebenen Raumes 
befindet. Unter dieser Voraussetzung wird daher 



(« SK-|-»2i)--» 



sein. Befindet sich (1) innerhalb des gegebenen Raumes, so wird T die 
in Bezug auf V gemachten Voraussetzungen auch noch an allen Stellen des 
gegebenen Raumes, mit Ausnahme der Stelle (1), erfüllen*, in (1) aber un- 
stetig (nämlich unendlich gross) sein. Wenn wir daher in diesem Fall die 
Formel (y.) auch nicht direct anwenden können, so wird doch ihrer An- 
wendung nichts mehr im Wege stehen, sobald wir zuvor die störende Stelle 
(1) von dem gegebenen Räume abgesondert haben. Wir bewerkstelligen 
diese Absonderung mit Hülfe einer Kugelfläche, die wir um (1) als Mittel- 
punct mit beliebigem Radius r beschreiben; bezeichnen den dann von dem 
gegebenen Räume noch übrig bleibenden Theil mit A, den abgesonderten Theil 
selber d.i. den Innenraum der Kugel hingegen mit IT; und erhalten dann 
durch Anwendung der genannten Formel auf den Raum i: 

WO sich die Integration auf die ganze Begrenzung des Raumes J erstreckt, 

wo sich nämlich das Integral g auf die ursprünglich vorhandene Begrenzung 

dieses Raumes, das Integral g^ hingegen auf die neu hinzugekommene 

d. i. auf jene Kugelfläche beziehen soll. Der Werth des letzteren Integrales 

lässt sich genauer bestimmen. Da nämlich das in Sx vorhandene T seiner 

1 • 

Definition zufolge s — , ferner die dort vorhandene Richtung N mit r 

r 

entgegengesetzt ist» so wird: 
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r \ux dr r^ >^x 

Offenbar ist nun aber zufolge (y'.) ^ -r- do = , weil 0, wie wir 

vorausgesetzt haben, innerhalb des ganzen gegebenen Raumes, mithin auch 
innerhalb der Kugel K den zum Bestehen von (y.) oder (/. ' erforderlichen 
Bedingungen genügt Somit verwandelt sich die Gleichung {€.) in 

Versteht man nun unter i/r cl^n grössten Werth unter allen denjenigen, 
welche (Z> innerhalb und an der Oberfläche der mit dem Radius r 
um (1) beschriebenen Kugelfläche besitzt, und unter m^ den kleinsten unter 
allen diesen Werthen, so wird offenbar das über die Kugelfläche ausgedehnte 
Integral Q^0 do kleiner als Mr&x^o ^^nr^Mr und grösser als mr-S«^" = 
^r'^iOf sein. Demnach ergiebt sich aus (^.) 

Gleichzeitig wird, falls man den Werth von im Mittelpunct (1) der Kugel 
mit (Z>| bezeichnet, der Definition von Mr und mr zufolge 
(!>'.') 4t7tmr < 4:n0x < ijlMr 

sein. Die beiden Formeln ();.), (ij'.) werden, da zu ihrer Herleitung über 
die Grösse des Kugelradius ?- keinerlei Voraussetzung erforderlich war, gültig 
bleiben, wenn man r variirt, z B. r kleiner und kleiner werden lässt. Diese 
Operation wird auf das va (rj,) vorhandene Integral, welches der unveränder- 
lich gegebenen Begrenzung des betrachteten Raumes zugehört, gar nicht in- 
fluiren, ebensowenig auf den Werth (Z>| influiren, sondern lediglich auf die 
Werthe Mr und nir einwirken. Da im ganzen gegebenen Räume der 
Voraussetzung nach stetig ist, so wird der Unterschied, om welchen die 
Werthe von <7> im Innern der Kugel von einander differiren, mithin auch 
Mr — tfif kleiner und kleiner werden, sobald sich die Kugelfläehe mehr und 
mehr zusammenzieht. Und zwar wird man durch fortgesetzte VerkleHieruBg 
von r den Unterschied zwischen Mr und ^tir also (den Formeln (i^.), {ff) 
zufolge) auch den zwischen den festen Werthen 



^{^w-^w)^ ""•* ^*' 



möglicherweise vorhandenen Untei schied auf jeden beliebigen Grad der Klein- 
heit reduciren können. Man wird demnach durch. Verkleinerung v(m r loigen 
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können, dass die letztgenannten beiden Werthe um keine überhaupt denkbare 
Grösse verschieden sein können. Es muss daher zwischen denselben volle 
ständige Gleichheit stattfinden. Also: 



w S(^j^-«>>-^».- 



Durch (y.) ist das erste und durch die Formeln (ö.) , (d;) das zweite 
Theorem für den Fall bewiesen , dass der gegebene Raum in der Endlich- 
keit liegt, also nach Aussen hin auf allen Seiten begrenzt ist, 

Nebnien wir nun irgend eine dieser drei Formeln , z. B. die erste (y.), 
und untersuchen wir», in welcher Weise sich dieselbe verändern wird, falls 
die äussere Begrenzungsfläche des bisher betrachteten Baumes sich mehr 
und mehr erweitert und sich 'zuletzt nach allen Seiten hin ins Unendliche 
entfernt. Das in jener Formel 



w SKsf-»f)'»=« 



enthaltene Integral kann in zwei Theile zerlegt werden, in einen Theil Sa, 
der sich auf die äussere Begrenzungsflache des gegebenen Raumes, und in 
einen zweiten Theil S/. der sich auf sämmtliche innere Begrenzungsflächen 
zusammengenommen bezieht. Dadurcli geht die Formel über in 

Ehe wir nun den gegebenen Raum nach Aussen hin anwachsen lassen, wol- 
len wir in Betreff der Functionen und V die Voraussetzung eintreten 
lassen, da^s die für die Gültigkeit der Formel (x.) innerhalb des gegebenen 
Raumes erforderlichen Bedingungen von jenen Functionen auch in demjenigen 
Räume erfüllt werden, welcher den gegebenen wie eine Insel umschliesst 
und nach Aussen hin ins Unendliche reicht, d.i. annehmen, dass an allen 
Stellen des letztgenannten Raumes 0^ V sammt ihren ersten Ableitungen 
stetig und ^(Z>, ^V Null sind. Demgemäss wird dann die Formel (x.) oder 
(»'.) nach wie vor fortbestehen, wie weit man auch den gegebenen Ranm 
nach Aussen hin anwachsen lassen mag. Das den unbeweglid>en innern Be- 
grenzTOgsfläehen zugehörige Integral g. wird dabei vollständig ungeändert 
bleiben und nur die Fläche, über welche das Integral S^ tusgedeb«t ist, 
sich fortbewegen. 

Wir wollen nun ferner in Betreff der von dem variablen Punct ixy y, z) 
abhängenden Functionen (2> (x, y, z) und ^(x, y, z) noch annehmen, dass 
dieselben, sobald jener Punct sich ins Unendliche hin entfernt, gegeff Werthe 

JCi x« 1 

von der Form -5- ^ X|2i und ir = ^r» convergiren, wo Äj ~ — , 

Ä| «1 •'1 
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As = -=r ^i® äusserst grossen Distanzen vorstellen sollen, welche jener ins 

Unendliche hin sich entfernende Punct (x, jy, 2 ) von irgend zwei festen Punc- 
ten (1) und (2) aus besitzt, und wo unter Xj , x, irgend welche Constanten 
verstanden werden sollen. Unter diesen Umständen wird dann, falls man 
die äussere fiegrenzungsfläche nach allen Seiten hin- ins Unendliche fortrücken 
lässt, das ihr zugehörige Integral S^ durch 

dargestellt werden können. Ich werde nun nachweisen, dass ein Integral 
dieser Art, d.h. ein Integral, welches in solcher Weise, wie das vorste- 
hende, von zwei festen Puncten (1), (2) und von einer diese Puncte um 
gebenden geschlossenen Fläche abhängt, immer Null ist, mag nun die 
Gestalt der Fläche sein, welche sie wolle, mag dieselbe in der Endlichkeit 
liegen, oder mag sie, wie es hier der Fall ist, sich ringsherum in unend- 
licher Feme befinden. Zu diesem Ende zerlege ich den Innenraum der 
Fläche durch eine Scheidewand in zwei Theile P, ß, von welchen jeder 
einen der beiden Puncte (1), (2) in sich enthält (Fig. 2.). Auf den 
Fig. 2. Raum P mit dem darin liegenden Punct (1) 

ist dann die Formel {d:) sofort anwendbar, und 
zwar kann man dabei für das in jener Formel (&,) 
auftretende (2> die Function T^ nehmen, weil 
diese nicht allein der Gleichung JT^ — ge* 
nügt, sondern, da (2) ausserhalb P liegt» 
auch die erforderlicjien Stetigkeitsbedingupgea 
erfüllt Dadurch ergiebt sich 




(•) 



S>.§-''-§)*'='^'''- 



wo r,j demjenigen Werth vorstellt, welchen die Function Tj im Puncte (1) 
besitzt, also gleich der reciprok genommenen Entfernung zwischen (1) und 
(2) ist Aehnlich ergiebt sich durch Anwendung derselben Formel (*.) auf 
den Raum Q und den Punct (2): 



d.i. 



S>.§-'''§)^=^''" 



Q\ aiy dN 

Bei Addition der Formeln {*) und (*'^) zerstören sich diejenigen beiden Theile 
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der Integrale, welche der Scheidewtlid zugehdren» weil die Normalen N m 
dem einen und in dem andern Integral daselbst entgegengesetzte Richtungen 
^ haben; so dass man erhält: 

,wo die Integration sich nun nur noch auf die ursprünglich vorhandene ge- 
schlossene Fische bezieht. Diese Formel wird offenbar gültig bleiben, welche 
Gestalt die Fläche auch besitzen mag, und auch dann gültig bleiben j wenn 
dieselbe nach allen Seiten hin ins Unendliche fortruckt. D«imit ist also be- 
wiesen, dass das Integral S« ^^ Q") verschwindet. 

Die Formel (x.), welche den Anfang der gegenwärtigen Untersuchung 
bildete, bezog sich damals auf einen in der Endlichkeit liegenden Raum, also 
auf einen Raum, der eine äussere und ausserdem irgend welclie An^ahLn 
innere Begrenzungsflächen besitzt. Jener Formel zufolge hat ein gewisses 
auf die ganze Begrenzung dieses Raumes bezügliches Integral , also , gehauer 
ausgedruckt, eine Summe von gewissen, den (n-fl) Begrenzungsflächen ent- 
sprechenden, (n-h 1) Integralen den Werth Null. Geht nun dieser äusserlicb 
allseitig begrenzte Raum in einen äusserlich allseitig unbegrenzten über, so 
reducirt ^ich dadurch die Anzahl seiner Begrenzungsflächen auf n. Gleich- 
zettig mit dem Fortfallen der (n-f l)ten (d. i. der äusseren) Begrenzungsfläche 
fllUt nun aber, wie wir soeben gesehen haben, auch das auf diese bezügliche 
Integral fort Für den äusserlich allseitig unbegrenzten Raum gilt demnach 
derselbe Satz wie für den äusserlich allseitig begrenzten, indem in beiden 
Fällen die Summe sämmtlicher den vorhandenen Begrenzungsflächen zugehö- 
rigen Integrale denselben Werth Null besitzt. 

Hiermit iJtl da» erste Theorem vollständig bewieseu. Dass man in 
gtnau derselben Weise auch die GüUigkeü des zweiten Theorems für einen 
äusserlich allseitig unbegrenzten Raum darthun kann, übersieht man sofort^ 
und bedarf keiner weiteren Erörterung. 



§.2. Einführung neuer Coordinaten, 

■ Ver&teht man unter x, % die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punctes der Ebene und unter ^, m diejenigen Functionen von a?, ij, 
welche durch eine Gleichung von der Form 

(18.) f(5-+tw, aj+i-^)«:0, (t=:V^^) 

definirt werden, so sind bekanntlich 

(14.) 9 = CöHst. Ol SS Const 
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ike Gldchungen zweier orthogonalen Cnrvendysteiti^ , von den^n das 
erstcre das System der ^-Curven, das andere das System der w-Curven 
genannt werden mag. Wir wollen diejenigen Curven näher untersuchen, ' 
welche sich in dieser Weise für den Fall ergeben, dass die Gleichung (13.) 
folgende Gestalt besitzt: 






oder 07+1^ = « 



l + «^"^-*« 



tfti 



wo e = 2,718 . . . und a eine beliebige reelle Constante sein soll. Durch 
Sonderung ^es Reellen und Imaginären ergeben sich hieraus für ^ und 
iü folgende Formeln: 



X — a 



■e 



'V'^^^ \l-^'V 



(M.) tg ct> = ^//!^ , , oder (M.a.) ss2+L_ iV^ / ± \\ 

mit deren Hülfe es leicht ist die geometrische Bedeutung zu erkennen, 

welche diese Functionen d, oi für irgend einen Punct {x, t)) besitzen. 

Construirt man nämlich (Fig. 3.) zwei Puncto ^i, Ä\ welche auf der 

Fig. 3. 




X Achse, links und rechts in der Entfernung a vom Anfangspuncte hegen, 
und bezeichnet man die Lage des beliebigen Punctes (x, tjf) mit or , so ist 
zufolge (16.) 

(W.) e^cr ""^^ 



aA 



Fenier ergiebt sich aus Fig. 3 : 

x-^-a 



i^BaA 



tgjcri' 



X — a 



^ 
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/ 

and daher die trigonometrische Tangente der Differenz beider Winkel : 

d. i. nach (17.) : ^^^ 

(19.) tg ia i' « tg w. 

Man kann die Werthe, welche ^, w für irgend einen Punct be- 
sitzen, als Parameter dieses Punctes oder als neue Coordinaten desselben 
betrachten, und hat dann, falls die beiden festen Puncte A^ A* Pole 
und die von einem beliebigen Puncte aus nach A^ A* hinlaufenden Linien 
Pol-Abstände genannt werden, (aus 18. und 19.) folgende Sätze: 

(»O.) Die d' - Coordinate irgend eines Punctes ist gleich dem Lo- 
garithmus des Quotienten seiner beiden Pol-Abstände, und die (o-Coor- 
dinate desselben gleich der Neigung dieser beiden Abstände gegeneinander. 
Ausserdem mag sofort noch ein dritter Parameter | eingeführt werden^ 
welcher die mittlere Proportionale zwischen den beiden Pol- Abständen 
darstellen soll. Bezeichnet man also die Werthe der drei Parameter 
d'y (Oy ^ für irgend einen Punct a mit ^«, w„, f«, so ist: 

aA 

wo ^ immer positiv sein soll. 

(•1. a.) Nunmehr können wir uns leicht eine Uebersicht der 
Werthe verschaffen , welche * und w für alle Puncte der xtf Ebene be^ 
«izen. Dabei werden wir uns jedoch auf diejenigen Puncte besehrinken, 
welche oberhalb der x Achse liegen, weil die Berücksichtigung der Puncte 
ui^rhalb dieser Achse för unsere Zwecke nicht erforderlidi ist. Aus 
(21.) erkennt man sofort, dass^ für alle Puncte rechts von der ^ Achse 
negativ, für alle Puncte links von derseB)en positiv, und für die 
Puncte der ^ Achse selber Null ist; ferner, dass für den recbtsliegen* 
im ¥01 A* & = — 00 und Hr den Unksfiegenden ^4 ^ = -h 00 ist. 

(iSft.b.) Was ferner w anbelangt, so ergiebt sich aus (21.), dass 
dasselbe für aUe Puncte oberhalb der x Aehse zwischen 0® und 180® 
liegt. Für die zwischen i und A* befindlichen Puncte der a? Achse 
ist Ol = 180^ für diejenigen Puncte der o; Achse hingegen, welche aus- 
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serhalb des Segmentes AA* lieg^, oi ="0. Legt man ferner durch 
die beiden Pole A und A* einen beUeblgen Kreis, so ist lo für alle Puncte 
€r, die auf diesem Kreise und zugleich oberhalb der a; Achse liegen, cou- 
stant, nämlich (nach 21.) gleich dem über der Sehne AA* errichteten 
Peripheriewinkel AaA*, 

Aus (16. a.) und (17. a.) ersieht man, dass nicht allein die ce>-Cur- 
ven (d.i. die Curven mit constantem co), sondern auch die ^-Curven aus 
Kreisen bestehen. Diese beiden Systeme von Kreisen müssen, der all- 
gemeinen Bemerkung in (14^) zufolge, untereinander orthogonal sein. 
Um daher die durch einen gegebenen Punct a hindurchgehende cci-Curve 
und ^-Curve zu erhalten, wird man nur (Fig. 4.) einen durch or, A und 

Fig. 4. 




A* gehenden Kreis, und sodann einen zweiten Kreis zu construiren haben, 
welcher diesen bei a senkrecht durchschnmdet. Legt man also an den 
ersten Kreis in a eine Tangente ciy u^d ist y dar Durchscbnittspunct dieser 
Tangente mit der x Achse , so wird y das Centrum und ya der Radius 
des zweiten Kreises sein. Die ^Gleichungen dieser beiden Kreise werben 
unmittelbar durch die Formeln (16. a.) und (17. a.) dargestellt, wenn man 
in denselben für ^, co die Coordinaten ^„, co„ des gegebenen Punctes 
a substituirt. Für die Centra y^ 8 und für die Radien ya, da cüeser 
Kreise (Fig. 4.) ergeben sich aus jenen Formeln folgende Bestimmung^i: 

(«».) yO = a 



(»a.) ÖO = 



1— e'i^« 



tgw, 



— — 2ae 

ya= -I- 



5cr= + 



1 — € ** 



ü 



an 61. 



^ 
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Zwisdien den lei - Coordinaten der Puncte 6 und a findet die Re- 
lation statt (o^ ^ 2u}„ , weil zufolge (21.) wj den Centriwinkel AdA' 
und Wa den Paipfaeriewinkel iai' darstellt. Eine ganz analoge Rela- 
tion findet zwischen den ^-Coordinaten der Puncte y und a statt. 
Nach (21.) ist nämlich: 

yX yO •{- a 

andererseits nach (22.): 

^.(1-e^*«) == a (!+€-*«) 
d. i. 



(♦*) e 



'2^,, _ yO 



yO -k- a 



also, zufolge (*) und (**): />' = e'"^« d.i. »^ = 2^«. Es gilt daher 
toigender Satz: 

(M.) Aüe Puncte, für welche & (oder (o) einen gegebenen eon- 
»ianten Werth hai, liegen auf einem Kreise, in dessen Centrum ^ (re- 
speetive ia) einen doppdt so grossen Wertk besitzt 

Die bisher erhaltenen Ergebnisse mögen nun von einem etwas an- 
deren Standpuncte aus betrachtet werden. An Stelle der ^-Curven, von 
denen bis jetzt die Rede war, mögen nämlich die Kugelflächen betrachtet 
werden, welche von jenen Curven beschrieben werden, falls man die 
0^ Ebene um die x Achse rotiren lässt. Die an^ Ebene selber wird man 
dann als irgend eine Meridianebene dieser Kugelflächen und die 
oi-Cunren als senkrechte Trajectorien derselben ansehen kön- 
nen. Um einige für das Folgende wichtige Eigenschaften dieses Flächen- 
sfstemes und seiner senkrechten Trajectorien möglichst kurz darlegen zu 
kftnnen, mögen 

zwei Puncte in Bezug auf irgend welche Kugelfläche conjugirt 

l geaannt werden, wenn beide auf ein und derselben vom Blittel- 

(M.) punct der Kugel ausgehenden geraden Linie liegen *und zugleich 

der Kugel-Radius mittlere Proportionale ist zwischen den Ab* 

ständen der beiden Puncte vom Kugelmittelpunct. 

(M.a.) Zunächst sieht man, dass dann die beiden Pole in Bezug 
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«if jede beliebige der Ö^^EBgel^ächen z» einander conji^ «nd (weil 

«ach Fig. 4. y5 . r? = ya^ ist). 

Vtrwr ergebe» tick für irgend zwei g^bene Puncte a, fl. die. im 
Be%ug auf eine gegebene S^Kugelfiäehe eonjugirt sind, folgende Sätze : 

(S«. ».) Erstens. Die co - Coordinaten teider Puttcte «iad imoier 
einander gleich; es ist also w„ = lOß. Oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt : Beide Puncte Hegen immer auf ein und derselben w-Cui-ve. 

(•6. b.) Zweitens. Die Summe der ^-Coordinaten beidw Pimrte 
ist gleich der 5^-Coordinate des Mittelpunctes der gegebenen Kugelfläche; 
es ist also, falls y diesen Mittelpunct vorsteUt: ^„ + '*/»= *y 

(»6. e.) Drittens. Die Parameter ^ der beiden Puncte verhalten 
sich zu einander wie die Quadratwurzeln der Abstände der Puncte vom 
Mittelpunct der gegebenen Kiigelfläche; es ist also |„ : I;, "= V«y: yßY- 

(86. *.) VißTtens. Bezeichnet s irgend einen beliebigen Punct 
auf der gegebenen Kugeffläche, also einen Punct, veelcher keineswegs mit 
a und ß in derselben Meridianebene zu liegen braucht, so behält das 
Verhältniss der Abstände des Punctes s von den beide« festen Pwicte« 
a und ß ein und denselben Werth, wie sich auch s auf der gegebenen 
Rugelfläche fortbewegen mag. Der Werth dieses Verhähnisses ist nto- 

lieh folgender: _ _ ,— ,= 

taisß ^ Sya: Syß 
oder auch (nach 26. c.) _ _ 

. stt-.sß = i,:^ß, 

wo i^, Sa die Werthe vorsteUen, welche der Parameter i in den festen 
Pupsten a und ß besitzt 

Der Beweis dieser vier Sätze lässt sieh in folgender Weise führe.: 
In Fig. 5 sei zur Ebene der Zeichnung diejenige Meridian -Ebene der 
kugeln genommen, in welcher sich die gegebenen Pmicte « und ^ be- 
finden- ferner repräsentire daselbst y den Mittelpunct der gegebenen 
•^Kugelfläche , in Bezug auf welche a mA ß m einander «mjugirt sind. 
Es werden dann (nach 25.) die_Puncte a, /?, y in einer geraden Lime 
Hegen und das Product ya.yß gleich dem Quadrat des Radius der ge- 
gebenen Rug«,lfläche sein. Man construire nun diqenige t^-^urve, welche 



- M - 
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durch den einen der bei- ' P>«» 5. 

den gegebenen Puncto z.B. 

durch a hindurchgeht, d. h. 

man lege durch a und 

durch die beiden Pole 4, 

i' einen Kreisbogen und 

bezeichne denjenigen 
Punct, in welchem diese 
Cunre Ton der Linie ay zum «weiten Mal getroffen wird, mit a*. Dann 
ist nach bekanntem Satz: 

yflp . ya' - yA . yA* . 
Das Product yA . yA' ist, weil die Pole A^ A* (nach 25. a.) in Bezug auf jed- 
wede ^-Kugelfläche conjugirt sind, gleich dem Quadrat des Radius der ge- 
gebenen ^-Kugelfläche. Da demzufolge auch ya . ya* gleich dem Quadrat 
jenes Radius ist , vorhin aber bereits bemerkt war , dass ya . yß diesen 
Werth ebenfalls besitzt, so muss ß mit a* zusammenfallen, q.e. d. loco 
26. a. 

Aus den beiden Paaren ähnlicher Dreiecke (Fig. 6.) 

A ßAy ^ A A'ay A ßA'y «» A Aay 

Fig. 6. 




W 



ergiebt sich, wenn man ihre Seiten proportional setzt: 

ßA _ ßy ^ Ay ^^^ M ^ t ^ 

A'a Äy ay' ^ ^ Aa ^ Ay 

und alsdann durch Division von {*) und {**): 

aA\ ßA* _ y£ ^ yi' 
aA.ßA "^ yA "" yA ' 

Nun ist aber nach (21.) 



ay 
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aA 



=r e 



'a 



ßA - 






tolglicb wird: 



^^ + ^^ = ^y. q. e. d. loco 26. b. 



q. e. d. loco 26. c. 



Durch Multiplication voo (*) und (**) wird: 

OLA,aA' .yk^yk* (ay)* 

woraus sofort folgt: 

ßA . ßA' ^ ßy 

aA . aA* ay 
d.i. nach (21.) 

Ij^ßX 

Sl^ccy' 

Es sei s ein ganz beliebiger Punct auf der gegebenen i^-Kug^äche, 
deren Mittelpunct wiederum mit y bezeichnet werden mag, F^. 7. re- 

präsentire die Ebene, welche durch s 
und durch die festen Puncte a, /?, y 
hindurchgeht (d. l eine Ebene, welche 
gegen die Achse yA'A im Allgemeinen 
unter irgend welchem Winkel geneigt 
sein wit-d). Da nun a, ß in Bezug auf 
die gegebene, durch s gehende i9-Kugel- 



Fig. 7. 




fläche conjugirt sind, so ist (nach 25.): 



—2 



ya .yß = ys 
ya\ys ^=: y$ : yß. 



oder: 

also : 

A asy «^ A sßy , 

folglich, wenn man 'die Seiten proportional setzt: 

o« _ oy _^ »y - 

8ß ^ sy '^ ßy' 

woraus sich sofort ergiebt: 



as 






q. e. d. loco 26. d. 
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$. 3. Der slalionäre Temptralurfutland s> einer homogenen Kugel. 

In der Folge soll der stationäre Temperaturzustand in einem ho- 
mogenen Körper bestimmt werden, welcher von irgend zwei der v^*Kugel- 
flächen begrenzt wird. Zu diesem Zwecke ist es aber zunächst erforder- 
lich, eine dieser ^-Kugeln näher zu betrachten und den stationären 
Temperaturzustand zu untersuchen, welcher in dieser Kugel eintritt, so- 
bald dieselbe mH homogener Masse ausgefällt und die Temperatur för 
jeden Punct ihrer Oberfl|iche gegeben ist. Analytisch ausgedrückt, handelt 
es sich dabei um die Ermittelung einer von den rechtwinkligen Coordi- 
naten x, y, z abhängenden Function V, welche innerhalb der Kugel den 
Hauptbedingungen (10.) Genüge leistet und an der Oberfläche derselben 
gegebene Werthe besitzt. 

Es sei/J (Fig. 8.) ir- Fig.ö. 

gend ein Punct im Innern 
der Kugelfläche , welcher 
dis fest betrachtet werden 
mag, und für welchen die 
Temperatur d. h. der Werth 
von V ermittelt werden 
soll. Wir bezeichnen den 
in Bezug auf die gegebene 
Kugelfläche zu ß conju- 
girten Punct iftt a , ferner 
die Werthe des Parameters 

I in diesen Puncten mit ?^ , ^<^ , endlich die reciproken Werthe der Ent- 
fernungen, welche ein beliebiger Punct (a?, y, z) von ß und a besitzt, 
mit Tß^ und r«^., und setzen: 

Diese von a?, y, » abhängende Function «« kann dann als das Potential 
derjenigen Wirkung betrachtet werden, welche der Punct (a?, y, ») von 
zwei Massen f „ , ^ß erleidet , die respective in a und ß concentrirt sind, 
und von denen die eine anziehend, die andere abstossend einwü-kt. Stellt 
$ einen beliebigen Popct auf der Kugelfläche vor , so ist nach (26. d.) 

Neumann. ^ 
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folglich : 

(»8.) «« = , 

d.h. das Potential «« wird stets Null, sobald der angezogene Piinct 
(^» y^ %) iii die Oberfläche der Kugel fallt. 

Da die unbekannte Function V innerhalb der Kugel den Haupl- 
b^dingungen Genüge leisten soll, so ist nach (11.) und (12.): 

dVs ,r ^^^ 






yvo ds ein Element der Oberfläche der Kugel, r den nach ds hinlau- 
fenden *Radius, ferner F,, Vß die Werthe vorstellen, welche F respective 
in ds und in ß besitzt, und wo die Integration über die ganze Oberfläche 
der Kugel ausgedehnt ist. Multiplicirt man diese Formel mit den Con- 
stanten (nämlich den festen Puncten a, ß angehörigen) Grössen £„, |^, 
und subtrahirt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (27.) 



S( 



•■ IT -^-f") * = -*'«'•'/•• 



also mit Rücksicht auf (28.) : 

J4^f,Fj=SF,^'j. «der ' 

Hiemit ist das gestellte Problem gelöst, nämhch der Werth von V in 
irgend einem innern Puncte ß ausgedrückt durch die gegebenen Werthe 
F,, welche V an der Oberfläche besitzt. 

Man kann dieser für Vß gefundenen Formel noch andere Gestalten 
geben. Bezeichnet man die Abstände der Puncte a, ß vom Nittelpunct der 
Kugel mit r^ , ro , die Länge des Radius mit r selber, und' den Winkel, unter 
welchem der nach s hinlaufende Radius r gegen die gemeinsame Richtung 
der Linien r^ , r^ geneigt ist, mit g (Fig. 8.) ; so ist 

r,^- . 1 . 

V^« + ^* — ^'''a'^ COS 9 ' 



— [ifö. 30;] 

also oaeb (1.): 



1 r <*> r* C2) 



^n '*« ^a 



und ebenso : 



1 r» (1) ^ ri (2) 



Demnach wird: 

dTß, """(« + 1K (». 

nawO 
Die erste dieser Formeln lässt sich, da a und ß in Bezug auf die Kugelflflche 
coDJugirt sind, mithin Vf^rß = r^ ist , auch so darstellen : 

■ dT„, '^"«»7* (•) 

(**) - ^= 2 ;:Är''(<^<'«tf). 



Aus (*) und (**) ergiebt sich durch Multiplication mit ^g^^ und Sublraction : 

Da nun nach (26. c.) ^„ : ^^ = ^r« : V^^ "«d ausserdem r^Vg = r^ itt, 
so wird 



^« = ^/'v/^ = ^4- 



Folglich : 

^— r-^-- = i/j-2;(2n+i)^p(cos^). 



Dadurch verwandelt sich die Formel (29.) in: 

(3o.) 471 r^ = Q :^(2» + i)j:f P(cos j) 

[ fIsssO 



2 



) 



r^ 



Um endlich der Formel (29.) noch eine dritte Gestalt zu geben, be- 
merken wir zunächst, dass 

S^a + ^^ — ^^a'* ^^^9 V ^j» + ^* — '^rßV cos ^ 

iat Ddraas fol^t 



[ifo. ai.| — 

dT„, r«cosj — r dTß, r^w^sj^r 



^^ {rl + r^— ' 2r«r cos ^)f ir (r^ 4. r^^ 2r^r cos p)* 



oder, wenn man die erste dieser Formeln mit -s- d.i. nach (2i$. c) wi^ 

Sa 






>/ 



— multiplicirt : 



r^-^ = C(r«cos^-r)^^, (*) ^-^=r*M^;,eos^-r). 



fß ar ^ Tß 

Beachtet man nun, dass nach (26. d.) 



d. i. 

ferner, dass 

ist, so ergiebt sich: 






r«rÄ = r* 



r^ 



^« = "~ 



und dadurch verwandelt sich die erste der beiden vorstehenden Formeln in: 

fß1F-W^{Fß^J-% 

oder: 

Aus (*) und (**) folgt durch Subtmetion: 

f/j rfr - ^/te y. • 

Folglich geht (29.) aber in: 

(31.) 47r Vß = — -^ SnrJ,rf5. . 

Man kann daß Problem, 91m das es sich in diesem §. handelte ^ ent- 
weder durch die Formel (29.) oder dweh (30.) oder durch (31.) a/« ^r- 
/ö«e< beirachlen. Jede dieser Formeln drückt nämlich den Werth, welchen 
die unbekannte Function V in irgend einem innere Punct ß hat, vermittelst 
der gegebenen Werthe Vg aus, welche dieselbe an der Oberfläche besitzt.*) 

*) Auf die hier dargelegte Methode habe ich bereit^ früher in einer 
kleinen Schrift „Lösung des allg. Problems über den stationären TemperaMr- 
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§. 4. Der stationäre Temperaturzuiland in einer Kugelschale. 

Die Kugelschale (Taf. I.) mag von irgend zweien derjenigen Kugel- 
flächen begrenzt sein, welche- in §. 2. betrachtet und dort t9^-Kugelflächen 
genannt sind. Die Oberflächen - Elemente m5^en für die kleinere Kugef- 
fläche mit rfcr, für die grossere mit ds bezeichnet werden. Der Mitt^i- 
punct fj, der Ku^el (da) habe die ^-Coordinate 0, und der Mittelpunct 
m der Kugel (d$) die v^-Coordinate T. 

Es handelt sich hier um die Ermittelung einer von den rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y, z abhängenden Function F, welche im Innern 
des schalenförmigen Raumes den Hauptbedingungen (10.) Genüge leistet, 
und an den Flächen (da) und (ds) beliebig gegebene Werthe besitzt. Wir 
wollen unter p irgend einen festen Punct verstehen, der im Innern des 
schalenförmigen Raumes (Taf. I.) beliebig gewählt ist, und uns die Auf- 
gabe . stellen , den Werth von F in diesem Puncte p zu finden. Es wird 
diese Aufgabe ihrer Lösung entgegen geführt «dverden mit Hülfe eines 
gewissem Potentiales ii, welches. Iner b^ der Kugel schale di6«elb)9 Rolle 
spielt, wie das Potential e (i|A vorhergehenden §.) bei einer volleft 
Kugal- JedoQli bezieht sich dieses Potential hier nicht wie c|ort ^uf die 
Einwirkung zweier Puncte, sopdern auf die Einwirkung eines Punct- 
systen^s, weljphes aus unendlich vielen Puncten besteht. Alle diese 
Puncte — sie mögen mit a, a'*, 6, b\ c, g' . . . bezeichnet werden — sind 
ihrer Lage nach allein abhängig von der Lage des i^unctes p. Sie liegen 
alle mit p in derselben £u-Curve, d.h. in der Peripherie eines Kreis- 
bogens, welehsr durch p und dnrob die beiden P(^ i, A' gelegt ist. 
Die Lage der Puncte a, a^ auf dieser oi-Curve wird erhalten, wenn man 
p mit den Mittelpuncten m, /u durch gerade Linien verbindet, und diese 
so weit verlängert, bis dieselben die co-Curve zum zweiten Mal schneiden. 
Sodann werden 6, b^ dadurch erhalten, dass man d, a* mit den Mittel- 
puncten //, m verbindet, und die Verbindungslinien wiederum soweit ver- 



Zustand eyier homogenen Kugel" (Halle, Verlag von Schmidt, 1861) auf- 
merksam gemacht; und daselbst zugleich einige neue Sätze angegeben, welche 
die in Rede stehende Methode für die Theorie der Anziehuilg liefert 
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länger!, bis sie jene cti -Curve zum zweiten Mal schneiden. Aebnlich er- 
geben sich c, c\ dann d, d' n, s. w. (siehe Taf. I.). Die Bezeichnung der 
Puncte mag dabei der Art gewählt werden , dass a, 6, c, rf . . . sämmtlich 
auf demjenigen Theile der w- Curve liegen, welcher sich zwischen p und 
A befindet, und andererseits a\ b\ c', d',,, sämmtlich auf demjenigen 
Theile liegen, welcher sich zwischen p und i' befindet. Denkt man sich 
die Construction dieser Puncte ins Unendliche hin fortgesetzt, so werden 
sich die Puncte der Gattung a, 6, c . . . dem Pole A, und die Puncte der 
Gattung a\ h' c\ . . dem Pole A' ins Unendliche nähern. Ferner erkennt 
man aus der Construction sofort , dass alle Puncte d, o', ft, //, c, c^ . .. 
ausserhalb der gegebenen Kugelschale sich befinden, nämlich theils in 
dem von der Schale umschlossenem Innenraum, theils in dem die Schale 
umgebendem Aussenraum liegen. Die ^- und w- Coordinaten dieser 
Puncte lassen sich leicht ausdrücken durch &p und lOp, d.i. durch die 

d"' und eu-Coordinate des Punctes p. 

* 

Da nämUch zunächst alle mit p auf derselben co - Curve liegen , so 
ist auch die o^-Coordinate bei allen = o^p. 

Was ferner die ^-Coordinaten anbelangt, so erkennt man aus Taf. I. 
sofort, dass pm ,am = r* ist , falls r den Radius der Kugel (ds) vorsteUt, 
dass also p und a in Bezug auf diese Kugel zu einander conjugirt (25.) 
sind. Allgemeiner : es ergiebt sich , dass jedes der Punctpaare 

p,a a\h b\c c\d etc. 

in Bezug auf die Kugelfläche (di), und jedes der Punctpaare 

p,a* a^h* b,c* c,d' etc. 

in Bezug auf die Kugelfläche (da) conjugirt ist. Beachtet man daher, dass 
die ^-Coordinaten der Mitteipuncte ^ und m mit G und T bezeichnet 
sind , so ergiebt sich aus (26. b.) sofort : 

r = S'p-\'&a = ^a''^'9'b =^ ^b'-^^c = ^c' ^r S'd = CtC. 
® r= *p+^a'-- ^a+^6' = ^6 +^c' = ^c + *d' = etC. 

Daraus aber folgt: 
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^. = T — &P &,. = e — »p 

»c=2T—@—»p »a- = 2&—T—», 

»t=2Q—2T+&p »a ^2T—2Q + »p 
^***^ ^ 9e =- 3T - 20— ^p »e' = 3e-2T — »p 

»f^Se~BT+9p »f = 3T—SG + &p 

»g = 41— 30— *p &g' = 40— 3r— *p 

Wird nun der Parameter ^ des Punctes p d. i. (nach 20. 21.) das 
geometrische Mittel der beiden Pol-Abstände pA^ pÄ' mit ^p, und werden 
desgleichen die Parameter von a, a^ 6, 6'. .. mit la« ^as §bj ^d'... be- 
zeichnet, so soll das vorhin erwähnte Potential Q oder ßs sich auf die- 
iemge Wirkung beziehen, welche ein beliebiger Punct (o?, y, z) von den 
festen Puncten p, a, a\ 6, b\ c, c', ei, (<', ... erleidet, falls in diesen 
letztem Massen von der Grosse §p, — |o» — fas Sa, ä', — &, — ^c*, 
^, Id. •• concentrirt gedacht werden. Stellt also, wie früher, T^o den 
reciproken Werth der Entfernung zweier Puncte a, ß vor, so soll ß« 
folgende Bedeutung haben: 

eine Formel, der man auch folgende beide andere Gestalten geben kann: 

(S8. a.) Qx = {^pTpx — ^aTa») — {^a'Ta'x — SbTba) "f (^b'Tb'x — SeTex) — +•.. 
(98. b.) iix ~ i^pTpx — Ifl' Ta'a) — (^aTna: — ^b'Tb x) "f (|ft Tbx — ^&Te'x) ~r- +... 

Dass diese sich ins 'Unendliche hin erstreckenden Reihen convergent sind, 
ergiebt sich leicht. Bedeuten nämhch u und u' zwei Puncte, welche re- 
spective in der Reihe a, 6, c... und in der Reihe a^ b\ c'... eine un- 
endlich ferne Stelle einnehmen, also zwei Puncte, welche -respective dem 
Pole A und dem Pole A* unendlich nahe liegen, so wird 

(*) SuTux + iwTu'x 

ein Glied der Reihe (33.) vorstellen, welches in derselben eine unendlich 
ferne Stelle einnimmt. Der Werth dieses Ausdi'ucks (*) ist aber der Null 
unendMch nahe , weil die Parameter f«, ^u' (zufolge 21.) mit den unend- ■ 

lieh kleinen Factoren VtTi, VwM' behaftet sind. Da demnach der Werth i 

des in der Reihe (33.) vorkommenden allgemeinen Gliedes gegen Null \ 
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convergirt, falls seine Stellenzahl unendlich gross wird, und ausserdem 
die Glieder der Reihe alternirendes Vorzeichen besitzen, so ist die Con- 
vergenz derselben ausser Zweifel. 

(3#.) Es lässt sich nun leicht nachweisen, dass dieses Potential 
iix verschwindet, sobald der angezogene Punct (j-, jr, z) an irgend welche 
Stelle der innem oder äussern Oberfläche der Schale zu liegen kommt, 
also nachweisen, dass Jß, = und fl^ - ist, falls s den Ort irgend 
eines Elementes ds, und a den irgend eines Elementes do vorsteUt. Dass 
fl, = ist , ergiebt sich nämlich aus (33. a.) sofort , wenn man brachtet, 
dass Jedes der Punctpaare 

y, a a\ b b\ e etc. 
in Bezug auf die Kugelfläche (ds) conjugirt ist, dass daher (nach 26. d.) 

ist, und dass demzufolge in (33. a.) sämmtliche Glieder der reehten Sdte 
verschwinden, sobald der Punct {x, y, z) in die Stelle s fällt. In ganz 
analoger Weise ergiebt sich, dass Si^^O ist, aus (33. b.), wenn man be- 
achtet , dass Jedefr der Punctpaare 

p, a* a, 6' h, c' etc. 
in Bezug auf die Kugelfläche (da) conjugirt ist, und dass daher (nach 26. d.) 

ist. Nunmehr mag die Reihe (33.) zur Abkürzung in folgender Weise 
dai*gestellt werden: 

(8Ä.) Q^ -==^pTp:,^-S±§^T^ 

wo q irgend einen der Puncte a , a\ 6, 6', c, c', . . . vorstellen soll , also 
Puncte repräsentirt , welche sämmtlich ausserhalb des gegebenen scha- 
lenförmigen Raumes liegen, während p sich innerhalb desselben be- 
findet. 

Beachtet man diese Lage der p und q und beachtet man ferner, 
dass die unbekannte Function V innerhalb des schalenförmigen Raumes 
den Ilauptbedingungen Gjenüge leisten soll, so ergiebt sich aus (12.): 



p 



^('^w-'-^y'-o- 
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WO do irgend ein Element eidfti' der beiden Begrenzungsfiächen der 
Schale/, und N die darauf errichtei^ au^ der Schale in den angrenzenden 
Raum hineinlaufende Normale vorstellt, wo ferner die Integration über 
beide B<egr6n2ungsflächen ausgedehnt ist, und wo o den Ort des Ele- 
mentes do bezeichnet, also Vo z.B. den Werth vorstellt, welchen V in 
do besitzt, während Vp den Wierth von V im Puncte p heaeichnet. 
Denkt man sich von diesen beiden Formeln die letztere der Reihe nach 
für sdmmtUche Puncte q aufgestellt, jede derselben mit ± ^g multiplicirt, 
tibd die enie tnit ^p multiplfcü-t , so ergiebt sich durch Addition aller 
dieser Formeln , mit Rücksicht auf (35.) : 

Mhr, da Ü (zufolge ä4.) sowohl auf der innern, als aueh auf der ins* 
Sern Begrenzungsfläche der Schale verschwindet , also Qo "= ist : 



(3*. «.) 4^ip Fp = ^ § 



dii 
dN 







do. 



Sondert man das Integral rechter Hand in den auf die äussere Grenz- 
fläche {ds) und in den auf die innere Grenzfläche (do) bezüghchen Theil, 
und beachtet man , dass von den Radien r und q dieser beiden Kugel- 
flächen der erstere die mit N gleiche , der letztere die mit AT entgegen- 
gesetzte Richtung repräsentirt , so ergiebt sich : 

(86.) ini,V, =^~^v/-^ds+'^V„^da. 

Diese Formel enthält bereits die vollständige Lösung der gesteHli^fi 
ftiii^be , macht nämlich den Werth der unbekannten Temperatur V m 
Punctfe j) abhängig einerseits vbn deii gegebenen Temperaturen Y^, V^ 
an der äusseren und inneren Grenzfläche, ander^*seits von einer FuncH^ 
S2 (38.), deren Bildungswdse ToUständtg bekannt ist. 

Durch Substitution des Werthes Ton U (33.)lässl sich diese For- 
mel noch weiter entwickeln. Bezeichnet man für den Fall, dass or, ß 

1 die Kugelfläeh^ {ds)\ 

irgend zwei feste, in Bezug auf j ^^^ ^^^ Kugelfläche (da)i ^^^^"«^ 

Puncte sind, and unter der Voraussetzung, dass ör an^erht^b, ß inn^- 
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halb der Kugelfläche liegt, mit J , ^ , .5 folgenden von a, ß selber 

und von der Lage des beliebigen Oberflächen-Elementes } j j } 3^~ 
hängenden Ausdi*uck: 

so lassen sich die Reihen (33. a.) und (33. b.), falls man den Punct (xi y, z) 
bei der einen in die Fläche (ds), bei der andern in die Fläche (da) fal- 
len lässt, in folgender Weise darstellen: 

fl, = — [a, p]s + [6, a%— [c, 6'], -I- [d, €%— [e, d% +—... 

Durch Substitution dieser Werthe in die beiden Integrale der Formte 
(36.) ergiebt sich: 

Diese Formeln lassen sich vereinfachen durch Betraektung zweier 
für den Augenblick ßngirter Fälle; nämlich einerseits durch Betrachtung 
desjenigen stationären Temperaturzustandes F, welcher in der grösseren 
Kugel (ds) eintreten wurde, falls dieselbe vollständig mit homogener 
Masse ausgefüllt ist und an der Oberfläche in derjenigen Temperatur er- 
hsdten wird, welche für sie als äussere Begrenzungsfläche der JSchale gege- 
ben und mit F« bezeichnet ist; andererseits durch Betrachtung desjenigen 
stationären Temperaturzustandes , welcher in der kleineren Kugel (da) 
eintreten wurde, falls dieselbe wiederum mit homogener Masse ausge- 
füllt und an der Oberfläche in derjenigen Temperatur V„ erhalten ge- 
dacht wird, welche für sie als innere Begrenzungsfläche der Schale ge- 
geben ist. Bezeichnet, was den ersten Fall anbelangt, ß irgend welchen 
Punct im Innern der Kugel (ds), Fß die daselbst vorhandene unbekannte 
Temperatur, und a den in Bezug auf (ds) zu ß conjugirten Punct, so ist 
nach (29.) und mit Benutzung der in (37.) eingefübi'ten Abkürzung: 
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(♦) 4.|,F, = SF.il^d.. 



Bezeichnet ferner, was den zweiten Fall anbelangt^ ß irgend einen Punct 
im Innern der Kugel ((/a), (Dß die daselbst vorhandene unbekannte Tem- 
peratur, und a den in Bezug auf {da) zu ß conjugirten Punct, so ist 
wiederum nach (29.) und (37.): 



da. 



Durch Anwendung von (*) und (**) verwandeln sich nun die Formeln 
(38.) in; 



s 

s 



d£l 

Y, —' d8 ^ 47t (— ^,Fp + ia'Fa' — ib'Fö' + ^c'Fc' — + ...) 

diifj 



Somit ergiebt sich aus (36.) für Vp scbUessIich folgender Werth: 

(SS.) Ip Vp = §pFp— ^a'iFa*— <DaO + ^f {Fb' — 0b ) 

— ^c'{Fc Oc') f — .... 

Um also die Temperatur Vp in irgend einem Punete p der gege- 
benen Schale zu bestimmen , hat man durch p und durch die beiden 
Pole i, A* einen Kreis zu legen, und auf demjenigen Theile dieser 
Kreisperipherie, welcher zwischen p und A* liegt (Jaf.l), nach einem 
gewissen Gesetz Punete a\ 6^ c^ d^. . . zu consiruiren. Sodann hat man 
die Temperaturen Fpy F^s Hb* "» ssu ermitteln y welche in p, a^ 6^.. 
eintreten würden, falls der betrachtete Körper allmn von der grös- 
seren Kugüfläche (ds) begrenzt, und an dieser seiner Begrenzungs- 
fläche in. der für dieselbe gegebenen Temperatur erhalten u>ürde; 
femer die Temperaturen (Z>as 0b' ^ . • • ^^ ermitteln^ welche in 
af, b\ . . , stattfinden würden , falls der betrachtete Körper aus einer 
von der kleinern Kugelfläche (da) umschlossenen Kugel bestände, 
und an dieser seiner Begrenzungsfläche wiederum in der für dieselbe 
gegebenen Temperatur erhalten würde. Die gesuchte Temperatur 
Vp läset sieh dann durch die._ F und und durch die geometrischen 
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Mittel ^ der beiden Polahitämlie , welche jeder der Punete p, a\ h\ ..; 
besitzt, in der Weise darstellen, wie es die Formel (39.) angiebt 

Sehr schön lässt sich diese Darstellung verwenden, um die Tem- 
peratur Vp dann zu bestimmen, wenn die Temperatur auf der äusseren 
Oberfläche der Schale überall denselben, und die auf der innern Ober- 
fläche ebenfalls überall denselben aber einen andern Werth besitzt, wenn 
also Vg gleich einer Cönstanten C, und V^ gleich irgend einei* andern 
Constanten F ist. Alsdann sind nämlich , wie man sofbrt erkennt , die 
den beiden fingirten Fällen entsprechenden Temperaturen F und O , di<^ 
erstere überall = C, und die letztere überall = T; so dass die Form^ 
(39.) folgendes Resultat liefert: 

oder: 

eine Formel, welche später noch weiter ^twiiokelt wenden soll. 

Eine andere barstelluug des im Allgemeinen für Vp gefundenen Wer- 
Uies (89.) lässt sich dadurch gewinnen, dass man die Bedeitluvg j^^ditet, 
welche die Functionen F und für die volleu Ku{;eln (da) mi (d(j) bi$r 
sitzen und dieser Bedeutung gemäss F und (t> vermittelst der Formel^ (^0^) 
oder (31.) darstellt. Für irgend einen innerhalb der Kugel (ds) gelegenen 
Punct ß ist nämhch nach jenen Formeln: 

(41.) F^= S\ 4^-.,,+f-b^.»'.rf»/= 4~'h^ß^^s^^ 

wo r den Radius der Kugel (ds), und rg den Absland bezeichnet, #elchen der 
innere Punct ß vom Mittelpunct m der Kugel hat, und wo femer Py^ M- 
genden von der relativen Lage der drei Punete m, ß, dt abhängenden Wertil 

in) in) . .^ 

Fßs = F (cos ßmds) 

vorstellt , unter ßm ds der Winkel verstanden , unter welchem zwei von m 
nach ß und nach ds gezogene Linien gegeneinander geneigt sind. Anderer- 
seits ergiebt sich, wenn ß irgend einen Punct im Innern der Kugel {da} 
vorslelU, för 0ß aus (30.) uhd (81.) folgender Werth: 



— *5 — [»fc.«^ 

wo Q den Radius der Kugel {da), Qß den Abstand zwischen ß und {tem 
Mittelpunct /u derselben vorstellt, und Hvo 

in) (»), ^*^^v 

Itßa = P (cesß^da) 

(n) 

von der relativen La^ der Puncte ^u, ß, da ebenso abhängt, wie Psf^yon 
der der Puncte fri , /^ , ^«. 

Durch Substitution dieser Werthe (41.), (42.) ergiebt sich nun aus 
(39.) folgende iieue Darstellung der Temperatur Vpi 



wo: 



oAbt auch fol|^ii# -dritte l)«r9ll<aUi|iig : 

.2 _^ -« 



^ 47rr O''"'^'^ 

). 5. Nähere Untersuchung des Falles^ dass die für di^ beiden Oberflächen 
der Schqle gegebene Tewiperal,Mr «tu f jeder derselben (^ allßn Stelle^ 

gteich gross i*l, 

Di^< Ittr di66#n Fall in (40,) g^fondftae Formel kann dadurcb WAijtor 
entwickelt werden, dass naan di^ Werthe der Parameter ^ durch die Co- 
ordinaten ^, (o ausdrückt. Für irgend einen Punet a ist (nach 21.) 

(*) I = ^oT^. 

Nun ist, wenn ^ den Abstand des Punctes a von der Linie AOA\ und 
X den Abstand desselben von der in %egen AOA^ senkrechten Ebene 
vorstellt, X und ^ also die in einer durch a gelegten Meridian -IBbene 
gemessenen rechtwinklige Coordinaten von a sind: 
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oder: 



und daher (nach 15.): 



o4*= (a? + t> + a) (a? — 1> + a) 
a4'* = (oß + itf — a) {x — 1> — a) 



—72 2a 2a 

aA = 



ai 



,2_ 2ac^+*^ 2tfg^-^^ 



1 — 6^+'** 1 — e*-*" 
Demnach ergiebt sich aus {*): 

V(l— «*+**") (1— «*•'") • 
oder: 

Ve*+e^^ — 2cosct; 
Die w-Coordinaten der in (40.) yorkommenden Puncte p, a', h\cf.,. 
haben sämmtlich ein und dieselbe Grösse» sind nämlich sämmtlich = Wp, 
und ihre ^-Coordinaten nach (32.) folgende: 

^***^^ &r^ d'p+Ji-2J ^,.= ©— *p + 2^ 

d-Ä.= -»^ + ^+3^ dj^= 0— dp+3^ 

etc. etc. 

wo zur Abkürzung © — T — J gesetzt ist. Bildet man daher die Werthe 
von Ip , ^ , ^6'- • • der Formel (45.) gemäss, und bezeichnet man dabei die 
Coordinaten ^p , <0p des Punctes p körzer mit 3- , cü selber, so erg^d>t sich : 

t _ 2a 

Ve'^ + c""*— 2cosw 

*— » ^ 2a ; 
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Ist d irgend welehe negative Grösse, so gut nach (l.a.) folgende conrer- 
geaie Eäatwicfeelung: 

(48.) — ' ^X ^' P (cos (o) . 

VC** + e "^^ — 2 cos tu n=0 

Die in den Formeln (47.) vorkommenden Exponenten von e 

repräsentiren die ^ - Coordinaten der Puncte p , a', 6', c' . . . , also die 
^•Coordinaten von Puncten, welche sämmtlich rechts von der in 
gegen AOA' senkrechten Ebene liegen (Taf. L), und sind daher (nach 21. a.) 
sämmtlich negativ. Demnach ergiebt sich durch Anwendung der For- 
mel (48.) auf die Ausdrücke (47.): 

l«'+l.'+f^ + ...- 2a 2 2 e~^®""*^'^'^^/(co8t(>) 
Ift' + fd' + lr^" •••= 2a 2 2 ^ P(cosw) 

Az»0 n«0 

oder wenn man die Summation nach h vermittelst der Formel 

/iSSSQO 

bewerkstelligt : 

n-oo^^V-^ (n) 

lo' 4-lc' + ?•'+ ... = 2a 2 to+i P (cos w) 

w«0 l_e ^ "^ 

e ^ ^ ^ ' (») 

ffc- fSi' + ^f + ... = 2a 2 2H-1 P(cosw). 

Hierdurch und durch Substitution des Werthes von |p aus (47.) verwan- 
delt sich der fflr die Temperatur Vp gefundene Werth (40. a.) in : 

Yp =(7+(r— C)>/e*+e~*— 2coscü. 5! 2mT~ P(cosw) 

««0 l_e « ^ 

Man kann leicht nachweisen, dass diese Reihe stets convergent ist. 
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Mm bezeiohiptt zu (Mesem ZwiM^k die in O gages die Linie AOA* «eokr 
rechte Ebene mit^, und betrachte sämmtliche ^-KugelAiches, Aa rodit» 
von E liegen (Taf. L). Dieses Flächensystem wird den ganzen rechts von 
E befindlichen Raum stetig erfüllen; es beginnt dasstelb^ mit Kugeln, 
welche den Pol A* unendlich enge umschliessen , erweitert sieh dann 
mehr und mehr , der Art , dass jede neue Kugel die vorhergehende um- 
hüllt, und endet schliesslich mit derjenigen unendlich grossen Kugelfläche, 
welche durch die Ebene E selber dargestellt wird. Während eine in 
dieser Weise sich allmählig mehr und mehr- erweiternde ^- Kugelfläche 
von der unendlich kleinen Kugel A' zur unendlich grossen Kugel E über- 
geht, wird gleichzeitig ihr Parameter & von — oo bis stetig wachsen 
(vergl. 20. und 21.). Da nun p einen Punct vorstellt, welcher zwi- 
schen den beiden Grenzflächen {da) und {da) der hier untersuchten 
Schale liegt, so wird jene von A* bis E hin sich allmählig erweiternde 
^- Kugelfläche bei einem gewksen Stadium ihres Wachsthumes mit der 
innern Begrenzungsfläche (do) zusammenfallen, sodann bei weiterem An- 
wachsen eine Lage erhalten, bei >yelcher sie durch den Punct |) hindurch- 
geht, upd endlich bei noch weiter vorgeschrittenem Wachsthum mit der 
äusseren Begrenzungsfläche (ds) colncidiren. Daraus folgt: 

(*) — oo < ;^^< ^p <.9-, <0, 

wo &^, d's die Parameter der beiden Begrenzungsflächen (da) und (ds) 
vorstellen sollen, und d-p die ^-Coordinate des Punctes p bezeichnet. 
Setzt man nun wieder ^ für d-p und beachtet man, dass @, T die 
^-Coordinaten der Mittelpuncte der Kugelflächen (da) und (ds) vorstellen, 
dass also (zufolge 24.) 

(50.) ' == 2^^ r = 2&S 

ist, so verwandeln sich die eben auj^estellten Rjelationen (^) in: 

& T 

(dO.A.) Daraus aber fol^ sofort, dass die drei Grössen 

j = e—i\ — ^, j + s^ 

sämmtlich negativ sind. Die in (49.) vorkommende Reihe besitzt daher 
folgende Gestalt: 
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^ g ^ — /y 2 <») 
• .z: 5^p /* (cos ct>) , 

WO a, ^, y lauter ächte Bruche sind. Dass diese Reihe convergeht ist, 
.erbelk nun sofort, wenii man beachtet, das<3 die Reihen 



S «^ und X ß ' 

convergiren , und dass (man sehe No. 99.) der Ausdruck 

(n) 
P (cos cd) ^ • 

bei wachsendem w immer endlich bleibt. Also : 

I 

@ T 

Sind -^ und -^ die PammeUr der beiden Btgrmzuni^sfiächen 

der Schah, ferner — T=^j nnd sind F, C die für jene beiden 

Flächen gegebenen Temperaturen; so wird nach Bintritt des staüonüren 

Znstandes die Temperatur Vp in irgend einem Punct p (^, w) den in 

(49.) aufgestellten Werth besitzest. 

Um die Formel (49.) 2ü prfilen, wendeo wir dieselbe aul den Fall ai, 
dass der Punct p* in -eitter der beideii Greuaflfichen liegt. Fallt 2. B. p .in 
die FUche (der)» ^o mfiss sich, fällst unsere Formel richtig ist, aus derselben 
Vp = r ergeben. Für diesen Fall wird aber ^ = ^^, also nach (50.) 



a= — ; und hiefür ^rgiebt sich aus (49.): 



Vp^ ai-(r~C).\ e^ + e 2^2coscü.2 ^^ *^P(coaw) . 

oder, wenn man die hier vorkommende Wurzelgrössc mit ÜÜlfe der Formel 
(48.) darstellt: • •' 

., . I'p = C + (r— C) =r. q.e.d. 

§. 6. ßer (tlalionäfe Temperaturxustund eines Körpers, welcher irß Inuern 
durch irgend zwei tCugelßächen von gegebener Temperatur begrenzt, nach 

Aussen hin unbegrenzt ist. 

Von den in §.?.pag. 25, betrachteten ^-Kugelflä'chen mögen gegenwärtig 
irgend ^wei ausgewählt werden, die einander nicht umschliessen, von denen 

Neumann 4: 



\f(o.bo.\ — 6^ ^ 

also die eine {do) ihr Centrum rechts von den Polen A,^Ä\ die andere 
(ds) ihr Centrum links von dmselben liegen hat. Der Parameter der 

& T 6 

ersten sei = -^, der der letzterii =^-9 • -9- wird dann, zufolge (21. a.) 

T 

einen negativen, und -^ einen positiven Werth besitzen. Ferner 

werden dann (nach 24.) und T seiher die d- - Coordinaten der Mittel- 
puncte fj. und m der beiden Kugelflächen darstellen. Es handelt sich 
bei dem hier vorliegendem Problem um die Ermittelung leiner von den 
rechtwinkligen Coordinaten a?,- y, z abhängenden Function V, welche 
innerhalb des die Kugeln umgebenden unendlichen Raumes überall den 
Hauptbedingungen genügt, und auf jenen Kugelflächen selber beliebig 
gegebene Werthe besitzt. Die Methode, deren wir uns zur Lösung dieser 
Au%abe bedienen werden, ist der bei einer. Kugels(^alQ> angewandten ganz 
,analog. Um die Temperatur V für irgend einen Punct^jj im Innern des 
vgegebenen Raumes zu finden, bedienen, wii' uns nämlich • wieder eis^r 
Function ii^^ die da^.Pio^tential des Puncte? p und anderer Puncte a, «', 
b, b\ c, c' . . . auf den beliebigen Punct (o?, y, z) vorstellt. Alle diese 
Puncte befinden sich wiederum mJX p in derselben Meridian r Ebene, und 
in der Peripherie eines Kreise»^ welcher durch ;) und .die beiden Pole 4i 4' 
hindurcligeht. a, 0' sind diejenigeii Puncte dieser Kreisperipherie, »1 
welchen dieselbe (Taf. 11.) von iwei den Punct p mit den BCttelpuncten 
f.1 und m verbindenden Linien geitrofllen wird; &, A^ diejenigen* Puncte . in 
welchen die Kreisperipherie von zwei Linien geschnitten wird, die a, a* 
mit /ti'und m verbinden, Ui's.w. Die ReÄeiclimin|| defr Puntie soll dabei 
so gewählt sein, dass a', fe', c',.. alle rechts, und a, 6, c... sämmt- 
lieh links von der ^- Achse liegen. Aus der Construction dieser Puncte 
ergiebt sich; ddss a', ^', c'.v.'atte innei^halb der Kugelfläche (d(5) und 
a, 6, c . . . sämmtlich innerhalb der Kugelfläche {d^ liegen , dass also die 
'einen wiedi^e andern ausserhalb desjenigen fedipers i^h befindet, 
für welchen die Temjjeraiur ermittelt werden soll.* ferner bemerkt man, 
dass sich die beiden Punctreihen a', 6', c' . . . und a, 6, c . . . respective 
dem Pol A* und dem Pol .4 ins Unendliche nähea^h w<^rdeni sobald man 
dieselben, der angegebenen Construction gemäss, weiter und weiter fof^etiit. 
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(•^1.) Die cü-Coordinate» aller dieser Puncte a, a\ 6, V .., sind 
gleich der des Punctes p, also - Wp. Was ferner ihre ^-Coordinaten 
anbelangt, so findet man für diese genau dieselben Formeln, weict^ß fru-* 
her bei Behandlung einer Kugeis c ha le (in 32.) auflgestellt wurden. 

Six mag das Potential derjenigen Wirkung vorstellen, welche die 
Puncte p, ü, a\ 6, h* .., auf den beliebigen Punct (x^ y^ z) ausüben, 
foUs in jenen die Massen $p, — |a» ^ — 5a'» 5*» $6,... concentrirt gedacht 
werden; also: 

— (& Tcx + ^fTc^x) + — etc. 
oder, waj» dasse^lbe ist: 

(Äl.r.) ßx = (^p^pir ^a'Ta'3^ {^aTax ^h'Tb :^ ^T {^bTbx ^c'Tc'x) .+... 

Aus diesen beiden letztern Darstellungen von äx folgt leicht ' ganz in 
derselben Weise wie in 34.) , dass ß, ^ und ß^, = ist. Man findet 
demgemäss (ebenso wie in 35. a.) für die unbekannte Temperatur Vp im 
Puncte p folgenden Werth: 



(61. d.) 



4-^pVp=^-Sv.^-'io, 



wo do irgend ein Element der beiden Grenzflächen 'des gegebenen Kör- 
pers, N die darauf errichtete in den« angrenxenden Raum hinein (also 
«iitwe«la' gegen m oder gegen [t hin) laufende Normale vorstellt, und die 
Integration über beide Grenzflächen ausgedehnt ist. V^ und ß^ stellen 
dabei die Werthe vor, welche V und ,ß in do besitzen. Diese Formel 
^51. d.) verwandelt sich, wenn man das Integral in zwei, respective auf die 
Fläche (ds) und auf {do) bezügliche, Theile sondert, und beachtet, dass 
die Radien beider Kugeln, r sowohl afs o, mit der .Normale ^V entgegen- 
gesetzte Richtung haben, in: 



(58.) 4,r|pF, = SK/;:'rfs + Sf„ 



:i„ ''^4 



Durch Anwendung der in (37.) angegebenen Abkürzung ergiebt sich aus 
(51. b.) und (51. c): 



[Ifo.53.] ^ — 5!^ — 

ß. = [p, ff].— [«', 6]. + [« ', *]. — {<;', rf], + -^ • • • 

■ö,r = b. «%— k 6']<r + l*. «'Ja— [C. <i']<r + — • • • ■ 
folglich wird : 



(-mS^.^'^-S-'.^'^-Sv 



d<y H ... 



Denkt man sich nun die Kugelfläche (ds) mit einer homogepeii 
Masse ausgefällt, und bezeichnet man die Temperatur, welche irgend ein 
im Innern dieser.. Kugel befindlicher Punct /? nach Eintritt des stationären 
Zustandes besitzen würde, falls die Oberfläche derselben in der gagebenen 
Temperatur F« erhalten wird , mit Fa ; so ist nach (29.) und nüt Be- 
nutzung der Abkürzung (37.): 



4„ä,f, = Sn%a^. 



I 

dr 

wo a den zu ß in Bezug auf {ds) conjugirten Punct vorstellt. Ferner 
ergiebt sich, wenn man in Bezug auf die Kugel {da) den analogen Fall 
in Betracht zieht, und die in irgend einem innern Punct ß dieser Kugel 
eintretende Temperatur mit 0ß bezeichnet : 

.47r^^<Z>^=>^F^^-^- da, 

wo gegen wä tig a den zu //in Bezug auf {da) eonjugirten Punct be- 
zeichnet. Durch Sinfuiirung dieser Temperaturen F und. gehen die 
ausdrücke (53. a. und 53. b.) über in: 

dr 

SdQn 
1^^ — c/a ^ 471 {Sa' 0a'- ^b'0b' + Ic'^&c— ^d'^^' + — ...) . 

Somit folgt aus (52.) schliesslich: 

\ t 17 ^ ^ ^uFa — ^bFb + ^cFß — ^dFd -\ . . ^ 

(•5*-) §P P " ^ + Ba'0,.^kb'0b'^Sc'0c'-§d'0d'+—... 

Beachten wir daher, dass | das geometrische Mittel 4er beiden Pol- 
Abstände eines Punct es darstellt (21.), so gelängen wir zu folgendem 
Besültat: 



^Vs-^-ds = 47T(£aFa — ^bFb + ScFo — ^dFd+—^..) 
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(54.1».) Um die Temperatur Vp in irgend welchem Puncte p des 
gegebenen, im Innern von den beiden Kugelflächen (ds) und (da) he- 
' grenzten und nach Aussen hin unbegrenzten Körpers zu^ fiifdßUy Jißt 
man zunctchst durch dm Punct p und durch die beiden Pole einen 
Kreis zu legen und auf der Peripherie desselben nach einem gewisse^ 
Gesetze (man sehe Taf. IL) Puncte a, b, c. . . zu construiren, welche alle 

innerhalb der Kugel {ds) liegen, ferner Puncte a\ 6', c' . . , , welche 

• 
sämmtUch innerhalb der Kugel (da) sich befinden. Betrachtet man so- 
dann den stationären Temperaturzustand, welcher in jeder dieser, beiden 
Kugeln — dieselbe mit homogener Materie erfüllt, gedacht -r-.eintveten 
wird, eabald dieselben an ihren Oberflächen in den für sie gegebenen 
Temperaturen erhalten werden, und bezeichne man die unter diesen 
Umständen in a, b,c. ,. eintretenden Temperaturen niit Fa, Fb, Fe. . . , 
die in a\ b\ c'... eintretenden mit <Z>o'> ^6» (Pc. . ., so lässt sich die 
gesuchte Temperatur Vp durch die^e F und O in der Weise darstellen, 
wie es in (54.) angegeben ist. F'ür jeden der Puncte p, a, 6 >...', 

a', b\ ist daselbst unter | das geometrische Mittel seiner beiden Pol- 

abstände zu Verstehen. 



§.7. Nähere Unlersuchung , des , Falles , dass die für die beiden innern 
Begre zungaßächen gegebene Temperatur auf jeder derselben an allen 

Stellen gleich gross ist. 

Ist die Temperatur auf jeder der beiden. Begrenzungsflächen des 
gegebenen Körpers constant, Vs-^ C und V^~r, so wird die Function 
F überall - C und Ö> überall = F werden; so dass für diesea-Fall die 
Formel (54.) folgendes Resultat liefert: 

Nach (45.) ist 

- . ■ 2a ' 

\e^ + e~^^— 2cos w 
oder, wenn man för deti Augenblick den Ausdruck rechts mit (^{3-) 
bezeichnet, also 
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Ve'^4-«""^— 2 cös ct> 
setzt, kurzer: § = ffi-S), 

Bezeichnet man den gemeinschaftlichefi Werth der Coordinäten 

(56.) tOp = W« = Wft — . . . - Wo' - ^^h' - . . . 

Schlechtweg mit w, so ergiebt sich aus (55.) 

V ^ ^ y(^a)— y(^6) -H < io( ^c)— + ». . r^ yGV)— v(»6H y(^c O— 4». 

wo das in den Functionen ff enthaltene Argument w den gemeinsamen 
Werth der eben genannten Coordinäten reprSsentirt. Da nach (55. a*) 
^(d) = (p( — &) ist, so lässt sich diese Formet auch so darstellen: 

(»1.) yp.- - ^(»^ 

Die hier in den Functionen (p enthaltenen Argumente 

V a' , vft' 5 ""^c'» • • • 

sind, weil die Puncte a, 6, c... links, a', 6', c'... hingegen rethts 
von der ^- Achse liegen (Taf.II.), (zufolge ^ 21. a.) sämmtlich negativ, 
und besitzen (nach 51. u. 32.) folgende Werthe: 

— d-c = S-p—T-^^J —&d --= — 5-p + -^ + z/ 

etc. etc. 

&c' = © — ^p-hz/ ;9^d^ -= ;>p + J+^ 

^,/ 1;= ©— ^p-f 2^ d-f ^ ^p-^-j^^iJ 

etc. etc. 

wo J ~ Q — T ist. Hierdurch verwandelt sich (57.) , wenn man die 
^-Coordinate von p schlechtweg mit d- bezeichnet, in 

^*«^ V -L%"\ C[q>i^-T+hJ)-ipi-» + J+hJ)h 
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wo die Argumente der Functionen </> identisch mit denen in (57.), also 
ebenso wie jenie sämmtlich negativ sind. Nun gelten für irgepd zwei 
hegatiire Grössen y, J (nach l,a.) folgende Entwickelyngen: 



ns=ao 



2fl -^ ^^v <"' 

y(y) = , _ " =. = 2a 2 « * ■• i» ((»st") 

V«^ 4- c ^' — 2 cos w n=o 



X 



<p{y\-hJ) = 2a2) « * .e ^ .P(co8w), 
also, "Arenn.man nach A zwischen und rxi summirt: 

Durch die letzte Formel verwandelt sich (59.) in:' 



Vp= Se'^ + e *— 2cosr^. > ; , ., ' ^.. \P(cosß)) 

"j.r ? ^ - 

1 — «« 



Was 4ie Cqnverjgenz dii^ser Reihe anbelangt , so ist zu beijaerken, 
dass die Verbindungslinie ii' der beiden Pole von ' sämmtUchen u^er- 
haupt vorhandenen ^-Kuge)flächen . durchschnitten wird. Wenn man 
daher von A^ nach A fortgeht, so wird map allen diesen K^ugelflachen, 
wie sie auf eioander folgqn und, j^der nur einmal begegnen, Ma^i wird 
dabei zuerst (Taf. IL) auf die Fläche (der) stossen, dann einer Fläche b^- 
gegnen, welche durch den Punct p hindurchgeht, endlich der Fläche (ds) 
begegnen. Demnach wird der während dieses Fortganges von 4' nach 

A stetig von — ^ bis + oo wachsende Parameter ^ hiabei der 

© T 

Rdhe na*h die Wcrthe ^, *p — ^, " -«- durchlaufen, so dass also 



(*). _oo<^,< ^p - ^ < 4-< +^ 



@ T 

sein muss. In gleicher Weise ^giebt sich, weiin man beaebtet, dass «f- 
in der liftte Aer Linie AA^ Null wir4: 
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© T ■■;..■•• 

(**) , -oo<-5-<0<^<.+ ^ 

Aus diesen Relationen (*) und (**) folgt sofort, dass die lüof Grösisen: - 
»—T 

{Q—^)—T = J—» 

& + {&—!) == J + » 
sämmtlich negativ sind, dass also alle Exponenten von e in der Beihen- 
Entwickelung (60.) negative Werthe besitzen. Daraus aber ergiebt sich 
(ähnlich wie bei 50. a.) , dass die Reihe (60.) unter allen Umständen con- 
vergent ist, nämlich convergent ist, welche Lage der Punct^(^, m) inner- 
halb des hier gegebenen Körpers auch haben mag. Also: ' 

T 

(«O. a). Sind -^ und -^ die Parameter der beiden innem 

Begrenzungsflächen des Körpers y ferner F und C die für dieselben ge- 

* 

gebenen Temperaturen, und wird endlich ® ~ T — ^ gtsetzt., so^- besitift 
' die an irgend einer Stelle piß^iJü) des Körpers nach Eintritt des sta- 
tionären ZuStandes vorhandene Temperatur Vp den in (60.) angegebe- 
nen Werth. 

* r 

Für den Fall, dass die Radien der beiden inhern Begrenzungs- 
flächen einander ^/e/cA sind, wird © = — /, also J — — 2r.' Nimmt 
man ausserdem noch an, dass die Temperatur für beide Flächen dieselbe, 
also r =r C ist, so verwandelt sich die Formel (60.) in: . 

I — — " .^^ e * l6*'4-c '* / J"/ « 

Fj, = C. Ve* +«--*— 2 cos w . X ~ Zi^ ■ ^"*^ '^'^ 

§. 8. Der stationäre Temperalur zustand dnea Körpers , welcher itii Iftnem 
durch 9wei einander berührenden Kugel flächen von r.y^gt bener Tempei^alw 

begrenzt und nach Aussen hin unbegrenzt ist. 

Um diesen Fall nach der angegebenen Methode behandeln zu kön- 
nen,. mitös«D wir das Coordinatensyatem (^^ cü) der iirt wählen, dass 
wenigstens zwei von den iu^- flächen einander berubreH. . JßeU'ficfaten wir 
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m *StoUe der räumUUim Kigur zuiiäctrst die ebene Figur ia einer Meri- 
dianebene. Sämmtliche ^-Curven in. dieser Ebene können $|adurch er- 
faalten werden, daas n^an über der Verbindungslinie AÄ* der beiden Pole 
einen Halbkreis beschreibt, sodann von irgend welchen Puncten /, / aius, . 
die links oder rechts fiuf der a? Achse liegen, Tangenten an jenen Halb- 
kreis legt, und endlich um die Puncte ^, / mit diesen Tangenten 
fa^ y'a\ al9 Radien, Kreise besohre^)t (Fig. 9). Zwei auf diese ^eise 

Fig. 9: 




f ' ' -ist 



Gonstruirle . Kreiße ' werden . einander offenbar niemals berühren können 
(ausgenommen etwa den Fall, dass die IMittelpuncte y, y* unendlich fem 
liegen, wo dann beide Krieise mit der ^-Adise zusammenfallen). 

Solches gilt jedoch nur unter der Yoraussetsong, dass die Pole A^ 
A! einen gewissen Abstand von einander haben. Ist hingegen dieser Ab- 
stand Null, also auch der Radius des Halbkreises OA = OA* gleich Null, 
so werden die Puncte er., af mit 0. zusammenfallen, folglich die um y, y' 
beschriebenen Kreise einander beri/ihren, . Es werden also dann summt,- 
liehe d-'Curven im Puncte untereinander sowohl als auch mit der 
^' Achse in Contact stehen. Was andererseits die w-Curven anbelangt, 
so bestehen diese aus deinem System von Kreisen, welche die Linie .44' 
zur gemeinsamen Sehne haben, welche also die Verlängeruog dieser Linie 
d.i. die X-J^cb^e zur gemeinschatUichen Tangeute haben werden, sobald 
AA^ = wird. Fallen demnach die beiden Pole mit O zusammen, so 
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Werden sämmtUehe a)-Cnrven im Puncto O st^wikl unteteiMmdir' 4iU 
auch mit der x-Achse in Cöntact stehen. * 

Da die Coordinaten &, fti irgend eines Pünctes a (nach 21.) die 
Werthe _ 

^ — log-=^ , (a = AaÄ* 

aÄ 

besitzen, so werden ^ und (o beide Nnll werden, ftolMld dii} Pole i, 4' 
zusammenfallen, welche Lage der Punct a auch immer besitzen mag. 
Es werden also dann ^, o) selber zur Ortsbestimmung eines Punctes 
nicht länger anwendbar sein. Aus diesem Grunde führen wir an ihrer 
Stelle — und zwar zunächst unter der Vocaussetzung , dass der Abstand 
2a der beiden Pole nicht Null, sondern nur sehr klein ist — die Quo- 
tienten 

ein. Der Zusammenhang zwischen ^, e und zwischen den rechtwinkligen 
Coordinat^ x, ^ ist dann nach (15.) folgender: 

1 + ei«(i+«) 

ddfer, wenn wir nach Potenzen der sehr kleinen ' Giyifise a tmtvidtieba 

2±2a{X±üf) + 2a» (X + te)»+ ... 

x>der, wenn wir nonmebr a — Werden laseoi: 

1 ■■ : 



(6».) x\ii^ = 



A+ta' 



Hieraus lässt sich die geometrische Bedeutung der neuen ITariabein X,' a 
leicht deduciren. Durch Sonderung des Reellen und Imaginären erhalten 
wir nämlich aus (62.): 

(ea.) ; ^ oder (•«.). v / : , 



Den Foranein (64) können mt auch folgende 'iestalt gebe« : 
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(•».) 



(«4)' 



+ ^' 



(t)' 



X' 



H^-m^)'- 



und daraus Erkennen wir sofort, dass alle Puncte mit constaHtem A ^nf 
hinein Kreise liegen, der durch geht und seinen Mittelpunct in der 
X-Achse hat; ferner, dass alle Puncte, für welche » constant ist, auf 
ddefn Kreise liegen, der eben&lls durch geht, dessen Mittelpunct aber 
iti der ^- Achse liegt; endlich, dass die Werthe von l und s zu defn 
DistaiiMii« welche die Mittelpunct« y, S dieser beiden Kreise von O a»s 
faidl^en (Fi|f. 10.) , in foJgendcr Befeiebung stehen : 



(ne.) 



Oy = -^ 



\od ^ 



•f 



1^ 

9 



(M. A.) Irgend ein Punct a (Fig» 10.) mit den Coordinaten (1, 9) 



Fi«, 10. 



4 




wird also der Schnittpunct zweier Kreise sein, von denen der eine die 
t^, der andere die ar-Achs« in berührt ^ und von denen der erstere 
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1 1 - 

den Radius ± -r- , der andere den Radius ± — besitzt. Dabei wird die- 

ser Punct rechts oder links von der tj- Achse liegen, je HacMem die 
Distanz Oy einen positiven oder negativen. Werth hat, d. h. (nach ^6.) je 
nßcbdem X negativ oder positiv ist; ferner oberhalb oder unierhtUb ,der 
X-Achse liegen, je nachdem die Distanz Od positiv oder negativ ist, d.b. 
(nach 66.) je nachdem a positiv oder negativ ist. 

Da die gegenwärtigen CoordinaLen A, s (zufolge 61.) von den ßni- 
heren Co^rdinaten &, oi nur durch den censtanten (allerdings uivendlich 

grosi^en) Factor ^ unterschiedan sind, so werden sieb die ouiiaten der 

für die letzteren gefundenen Eigenschaften unmittelbar auf die erstem 
übertragen lassen. Dass z. R. X negativ ist für alle Puncte rechts von 
der ^- Achse und positiv für alle links von derselben befindlichen Püücte, 
entspricht vollständig dem früher bei & beobachtetem Verhalten (21. a.). 
Ebenso werden sich auch die in (24.) und (26. a. bis d.) für ^ , it; auf- 
gestellten Sätze geradezu auf X, a übertragen lassen. Bezeichnet man 
die Kugelflächen, \velche durch Rotation der A- Kreise um die Ä- Achse 
entstehen, mit dem Namen A-Kugeln , und die ö-Krejse, welche die senk- 
rechten Trajectorien dieses Flächensystems reprasentiren, »mit dem Namen 
8-Curven, so lassen sich jene Sätze hier so aussprechen: 

(Ol.) Alle Puncte, für welche X einen constanten gegebenen Werth 
hat, liegen auf einer Kugelfläche, in deren Centrum >t einen doppelt so 
grossen Werth besitzt. 

(6^.) Sind a, ß irgend zwei gegebene Puncte, welche in Bezug 
auf irgend eine gegebene A-Kugel zu einander conjugirt sind, so hegen 

erstens a und ß auf ein und derselben ö-Curve, d.h. die ö-Coor- 
dinaten beider Puncte sind einander gleich &„ = Sß ; 

ferner ist alsdann X„ + Xß = l , wo y das Centrum der gegebe- 
nen A-Kugel vorstellt, und A^, la, Xy die Werthe bezeichnen, welche X 
in den Puncten a, ß^ y besitzt. 

Direct lassen sich diese Sätze folgendermassen beweisen : Man nehme 
zur x^-£bene diejenige Meridianebene, welche durch die beiden gegebenen 

■ 

Pnncte of, ß hindurchgeht; MN sei (Flg. 11.) der Kreis, in welchem diese 
Ebene von der gegebenen, um y beschriebenen iL - Kugeifldche geschnitten 



- « - 
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wird. Nach der DefinitiQn von er, /9, als Puncte, welche in Bezug auf MN 
conjugirt sind, befinden sich dann y, ß, et in derselben geraden Linie, und 
zwar in solcher Lage , dass der Radius yO des Kreises MN mittlere Propor- 

' Fig. II. 



— M 




• i 



■ ' » ■ 



tionale zwischen yß npd ya ist. Es müssen demnach, die Puncte a, ß auf 
der Peripherie eines Kreises liegen, welcher in O von der Linie yO berührt 
wird ; d. h. sie müssen beide auf ein und derselben a - Gurve liegen (wie in 
(68.) primo loco . behauptet wurde). 

Da ferner a, ß, y auf einer geraden Linie liegen, so findet zwischen 
ihren rechtwinkligen Coordinatei} folgende Relation statt : 



X 



a 



X. 



X 



X. 



y — ^/T^^y 



Beachtet man, dass die ^ - Goordinate , mithin nach (64.) auch die e-Goordi«- 
narte des Punctes y Null ist, und dafts daher, wei^n die gemeinschaftliche 
&-Goordifiate der Puncte a, ß mit b bezeichnet wird, zufolge (63.) 



— / 



a?« = 



^« = 



tt 



— X 



i*„ + H' 



Xß = 



v = 



ß 



4f 



SB. 



/»T-8' 
9 



werden, sp verwandelt sich jene Relation in: 



t>v= 






X*ß+ö' 



\X*ß+, »* ^yl 



My-^ A«+ ö2 = _A^^ + A»+ ^t . 
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oder*: 

d. i. 

oder : 

(*) ^y = A„fX^; 

(wie in (68.) secundo loco behauptet war). 

Endlich ergiebt sich der in (67.) aufgestellte Satz aus der Formel (*) 
sofort, falls man a, ß zusammeuhWen ISsst. Alsdann werden diese beiden 
Puncte, weil sie in Bezug auf die Kugel MN conjugirt sein sollen, irgendwo 
auf der Oberfläche derselben liegen. Zugleich aber verwandelt sich alsdann 
die Formel (*) in k =: 2X^, 

Gehen wir nun zur Lösung der in diesem §. vorgelegten Wärme- 
aufgabe über. Wir können dieselbe als einen specieUen FaU der in §. 6 
pag.49. behandelten Aufgabe ansehen. An SteUe der beiden ^-Flächen ((/«) 
und {da\ welche den gegebenen Körper damals im Innern begrenzten, sind 
gegenwärtig zwei i-Flächen getreten, also zwei Flächen getreten, welche 
aus jenen «V- Flächen entstehen, sobald man die beiden Pole A, A' zu- 
sammenfallen lässt. Versuchen wir, ob das bei der damaligen Aufgabe 
(in Ö4.) gefundene Resultat 



I • • 



nicht einer Uebertragung auf den gegenwärtigen Specialfall fähig ist. 
Was zunächst die Puncte a, 6, c . . . , a^ 6', c' ... anbelangt, welche dem 
im Inn«m des Körpers beliebig gewähltem Puncte p zugebören^ so zei^t 
sich, dass die für dieselben damals (in §. 6.). angegebene Conslfucii^n 
(Taf. IL), auch dann noch ^- und zwar in volfständig uagieflndert«r 
Weise — ausführbar ist, wenn die beiden Pole i, A* zusammenfallen, 
und die beiden Begrenzungsflächen (ds) und (da) in Folge dessen ein- 
ander berühren. Ferner erkennt man, dass auch die F und ihre 
bestimmte Bedeutung, wie sie in (54. a.) angegeben ist, beibehalten. 
Endlich wü'd jedes der ^, als geometrisches Mittel der beiden PoJ*>Ab«- 
stände eines Punctes, in dem hier betrachtete« Fall den .Abstand des 
Punctes von dem Orte O , in welchen beide Pole zusammengefallen sind, 
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repräsentiren. Die Forpiel (69.) enthält daher bereits die Tolktändige 
Lö9upg der in die^ßm §. vorgelegtem Aufgabe. ^ 

Wir wenden uns sofort zur genaueren Untersuchung des Falles, 
dass die g^ebene Temperatur för die eine Grenzfläche überall gleich 
gross ist, d^ss ferner dasselbe auch für diQ andere Grenzfläche gilt, und 

■ 

dass folglich, da beide Flächen einander berühren, die gegebene Ober- 
flächen - Temperatur durchweg ein und denselben Werth C besitzt. Als- 
dann sind die Werth«^ der F und ebenfalls alle « C: so dass die 
Formel (69.) übergebt in: 

(?0.) V^ - € fcl^+^-Zl±i: 4. c JB!Izk+klL±i^ 

\]m Vp durch die foordinaten Ap, Hp des Punctes p auszudrucken, b^ 
merken \wir zunaebst, dass der Parameter | irgend eines Punctes (x, ^) 
den Abstand desselben von darstellt, also 



ist. Daraus folgt, wenn die neuen Coordinaten von (o?, ^) mit A, s be- 
zeichnet werden (nach 63.): 

Vermittelst dieser Formel lässt sich ^p sofort durch Xp und öp darsteUen. 
Um nun aber auch |«, ?6 . . . las §>'. . . durch Ip, Sp auszudrücken, 
muss zunächst die Benefaung aufgesucht werden, in welcher die A- und 
ö - Coordinaten der Puncte 0, 6 . . a', *' . . . zu denen des Punctes p 
stehen. Da die gegenwärtigen Coordinaten X, a von den früher ange- 
wendeten &, CO (nach 61.) nur durch einen constanten (allerdings unend- 

1 
lieh grossen) Factor ^ unterschieden sind, so wird jede homogene 

lineare Relation, die zwischen den d-- und w - Coordinaten irgend einer - 
Anzahl von Puncten stattfindet, auch für die A- und «-Coordinaten die- 
ser Puncte gültig .>sein. Demgemäss lassen sicli die in (56.) und (58.) 
für die Coordinaten ^, u der Puncte p, a, 6... a\ 6',... gefundenen 
Relationen sofort auf die gegenwärtig vorhandenen A- und «-Coordinaten 

übertragen. Durch Multiplication der Relationen (66.) mit ^ ergiebt sich : 



(ta.) 
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(M.) öp ~ Öfl = 8 = . . . =^* Öfl' '=? »6' Ä . . . 

ferner durch Multiplication der Relationen (58.) mit demselben Factor: 

— Afl = Ap — L — Xb ~ — Xp-^-D 

— Xc = Xp—Li^D —Xa = —Xp^D^D 

— Xe^ Xp—L^2D —Xf^ _Ap + ö + 2ß 
etc. etc. 

Afl' = -// — Ap Aft« = Xp-\'D 

Xc'= A—Ap+D Xd' = Xp^D+D 

Xe» = ^ — Ap+2/> A^ = Xp+JJ + 2D 
' etc. etc. 

T . 

wo L = ^, ^== 5p die 1-Coordinaten der MUtelpuncte der beiden 

Begrenzungsflächen (rfs), {da) vorstellen , und ö « ^ die Differenz Jt -L 

repräsentirt 

Durch Anwendung von (71.), (72.) und (73.) wurden sich nun- 

» 

mehr die ^ der Puncte a, 6... a', 6'... sofort durch Xp und öp aus- 
drücken lassen. Ehe wir jedoch solches in Ausführung bringen, wollen 
wir zuerst der Formel (71.) eine hiefür mehr geeignete Gestalt geben. 
Bekanntlich ist allgemein "") : 

71 



(*) |^_L= = l/L_i 



ta cos a 

n 

WO Ä den absoluten Werth von A vorstellt. Da nun, wenn A irgend 
welche Grösse mit positivem reellem Theile vorstellt, 

00 



ist, folglich 



00 

4>= /'- 



CO 



wird , so ergiebt sich aus (*) : 



X — tö cos a J 



*) Man sehe z. fi. Ueine's Handb. d. Kugelt'unct. Pag. 11. 
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00 ^ 





i 

oder , wenn man sich der Besserscheii Bezeichnung (4. a.) 

n 



1/^i^cosa^^ =: J{x) 



TT, 
U 

bedient : 

00 





Da l (zufolge 66. a.) positiv ist für die links von der ^- Achse lie- 
genden Puncte, und negativ für die rechts von derselben befindlichen, so 
wird für die ersteren , also z. B. für die Puncte a , 6, c . . . (Taf. II.) k 
= i, für die letzteren hingegen, z.B. für a', b\ c*,.. X^ — l sein. 

Demnach ergiebt sich aus (74.) durch Substitution der Werthe (72.) 
und (73.) 



?a + ?c+?e+ ... =/A*~^^(l + e'^"4...).J(öpn) 





00 



^b^iä+Sf+ ... =/e^'"^^"*"^^".(H-e''"4-...).J(epn)(in, 



folglich, wenn man die Reihen unter dem Integralzeichen summirt, und 
X, & statt ^p, &p setzt: 

(fa + fc+?. + ..) — (56 + ?d + ^r+..)=y ß,,- " J(an)dn. 

1 « 

Elbeoso ergiebt sich: 

(^ + |e'+l.'-h..)— (?6' + &'+?r + -) =/ : iTn J{^n)dn, 

i 1—« 

Hierdoreb verwandelt sich, wenn man beachtet, dass D = ^ — £ ist, der 
für die Temperatur Vp gefundene Werth (70.) in: 

iVMSlUIllll. Ö 
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Da L und ul die l-Coordinaten der Mittelpuncte der beiden -fie- 
grenzungsflächen des Körpers sind, so werden naeh (67.) alle Puncte, 
die auf der ersten Fläche liegen , -^ , und alle, welche auf der zweiten 

Fläche sich befinden, -^ zur A-Coordinate haben. Das erlangte Re- 
sultat lässt sich daher so aussprechen: 

(75. a.) 'Sind -^ und -^ die Parameter der beiden einander 

berührenden Begrenzungnflächen des Körpen, ferner C die für dieselben 
gegebene Temperatur, und wird A — L— D gesetzt; so besitzt die in 
irgend einem Puncte p (A, a) des Körpers nach Eintritt des stationären 
Zustandes herrschende Temperatur Vp den in (75.) angegebenen Werth. 
Für den Fall, dass die Radien beider Regrenzungsflächen gleich 
sind, wird -^ = — I, also D = — 2L Alsdann geht (75.) über in: 



00 



(»5.b.) Vp = C.yik^+Q^. r^ ""^^ ''j*"^^ "" ^ J(Hn) dn. 



Man erkennt sofort die AehnUchkeit» welche zwischen dieser Formel und 
der früher, als die beiden Flächen einander nicht berührten, gefundenen 
Formel (60. b.) stattfindet. Die Summation zwischen n = und n - oo 
ist hier durch eine Integration zwischen denselben Grenzen, und die 

Laplace^sche Function P (cos w) hier durch die Bessefsche Function 
J{an) vertreten. 

§. 9. Anwendung der in §. 4. und §. 5. durchgt führten Untersuchung auf 
eine von zwei concentrisc hen Kugelßächen begrenzte Schale. 

Das in §.2. eingeführte Goordinatensystem (^, (o) muss gegenwirllg 
für den besondern Fall, dass einer der beiden Pole unendlich weit entfernt 
ist, näher untersucht werden. Der Pol A' mag seine ursprungliche Lage 
beibehalten, während der andere Pol A auf der ^- Achse nach links hin (Fig. 3, 
Pag. 26.) ins Unendliche fortrückt. B^zeichast a einen beiiebigeii Amcl anl; 

den Goordinaten ^, lo, so wird der eine Schenkel des Winkels w =r A^aA 
parallel mit der a;- Achse werden, sobald A unendlich fern liegt £a wird 
demnach alsdann co denjenigen Winket repräsentiren , unter wlef^em ä^fr. 
Polab$tand A'a — dieser mag mit r bezeichnet werden — ^ gegen die es^Achse 
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geneifft isi. 'Was ferner i» anbelangt, so wird, falls A ins Unendliche fort- 
rflckt, 

. (a.) e^ « £ = -ü = 0, 

Aa <x> 

also ^ = —00 werden. Multiplicirt man jedoch die vorstehende Formel, 
ehe man sie auf diesen Fall in Anwendung bringt, zuvor mit der Distanz 
AA' = 2a, so erhält man 

Jae^ =s Aa . -=- = r. - . 

Aa Aa 

Und diese Formel wird, wenn man nunmehr A ins Unendliche fortrticken 
Uaat, in 

(ß.) 2ae^ « r 

übergehen* 

Somit ergiebt sich also für den hier betrachteten Special-Fall Folgen- 
des. 1^ selber wird = * — oo ^ und ist daher als Coordinatc des Punctes a 
nicfct länger anwen^tor. An Stelle von ^ kann jedoch in diesem Sinne der 
Ausdruck 2tte^ benutzt werden, welcher (zufolge ß.) gleich dem Abstände 
des Punctes a von dem Pole A' ist Ferner verwandelt sich die Coordinate 
(a in denjenigen Winkel, unter welchem der eben genannte Abstand gegen 
die dc- Achse geneigt ist. Das Goordinatensystem (^, co) geht also, wenn der 
eine Pol A im Unendlichen liegt, in ein gewöhnliches Polar-Goordinatensystem 
ober, dessen Anfangspunct mit dem in der £ndlichkeit liegendem Pole A* 
susaminenfiült. Demzufolge werden sich die d'^Curven hier in ein System 
concenirischer Kreise mii dem Mületpuncl A*, und die w^Curven in die 
Radien dieser Kreise verwandeln. 

Um ferner die gegenwärtige Bedeutung des Parameters | zu ermitteln 
benutzen wir die Formel (45.) 

^1 — 2c*cosc«>-h e-'^ 
und »eheo gieicfazeitig zwei beliebige Puncte a und ß In Betracht. Fär 
diese ergiebt sich, wenn man die Parameter des einen mit -^«j w„, f , die 
des andern mit d'ßy (Oo, ^ß bezeichnet, sofort: 



^ß e^^'^ 1 — 26'^« 



cos ft> + c" ^ 



cos W + « " 



Sind r^ und r« die Abstände der beiden Puncte vom Pole A\ so wird zu- 
folge der Formeln (er.) und (ß.): 

5* 
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e^« 




e*« = 0, 


/ß 


^fi 


W 


folglich : 






(y.) 







e 



*/' = o, 



Um nun die für den stationären Temperaturzustand der Kugelschale 
gefundenen Formeln (39. und 40.) auf den gegenwärtigen Fall, wo die beiden 
Grenzflächen derselben concentrisch sind, und ihren gemeinsamen Mittel punet 
in ä' haben , anwenden zu können , muss zunächst die Lage näher bestimmt 
werden, welche die in jenen Formeln vorkommenden Puflcte a', b\ c' . . . in 
Bezug auf den im Innern der Schale beliebig gewählten Punctp gegenwartig 
besitzen. Da sich diese Puncte mit p auf derselben cj-Curve befinden, so 
werden dieselben in dem hier betrachteten Fall, wo jene cü-Curven dttrcb 
die von A* ausgehenden Radien repräsentirt sind, alle mit p auf em und 
d mselben Radius liegen. Was ferner die ^-Coordipate dieser Puncte 
anbelangt, so können die beiden ersten unter den Forinela (46.) iolgender- 
massen dargestellt werden: 



oder 






2ae * = 2a e p. =r , 2ae ^ = 



4a=6^ ' 2a e^» ' 

wo 0, T die Parameter der Centra der beiden Grenzflächen, Wkd folglich 

T 

-j- , — die Parameter dieser Flächen selber vorstellen. Bezeichnet man 

daher die Aadien dieser Flächen mit ^ und r, so wird für den Fall (0^1 =cc) 
zufolge '(^.) : 

e r 

und ferner ^ 

2a e^P ^T^, 2a e'^^' = r6' , 2a /«' = w ,. 

wo fp, rt*, Tq* die Abstände der Puncte ;>, b\ a* vom Pole A! vorstellen; 
so dass die vorstehenden Formeln übergehen in: 



^'A^)^ ^-' = -^- 



Behandelt man die übrigen Formeln in (46.) auf gleiche Weise, und setzt 
dabei zur Abkürzung den ächten Bruch 

W f = (?, 
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so ergiebt sich folgendes System von Gleichungen: 

1 
.2 



l 






(«.) 



rp 



r. 



= rp.O» r,- = i-*.(?^ 



»•p 



1- 
etc. etc. 

Die unier der Voraussetzung constanier Oberflächen^ Temperaturen ent- 
wickelte Formel (40. a.) verwandelt sich nun für eine Schale mit conceiitri- 
sehen Grenzflfichen snnäehst in: 

\ \Tp yjrp f 

weil in diesem Falle die Parameter | (zufolge y.) proportional mit den Qua- 
dratwurzeln der l>fstanaien r sind. - Hieraus aber ergiebt sich, wenn man fdr 
die r ihre Werthe (e.) sobstituirt: 

Vp= c+ir~C).\{l + Q+Q* + ..)f- — {Q+Q'+Q»+..)\ 

d. i. 



1-0 ' 

oder durch Restitution des Werlhes von Q (<J.):. 

Q Q 



Vp = c+{r—C) 



Tp r 

1-1- 



r 
ein Ausdruck, der sich schliesslich durch bessere Anordnung seiner Glieder in: 

^ Vp r-^Q Tp 'r — Q 

verwandelt. 

Um ferner die im Allgemeinen», nämlich unter der Vorausselsung n i e h l 
e<mstanler Oberflächen 'Temperaturen entwickelte Formel (43.) auf den Fall 
einer Schale mit concentrisehen Begrenzungsflächen zu übertragen, ist zunächst 
zu beachten , dass die Puncte a^ h\ c* .,, gegenwärtig sämmtlich auf dem 
Radius A'y liegen, und dass demzufolge einerseits die Winkel 
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pA's q!A*% b'A*i etc. 

unter einander gleich sind, andererseits auch die Winkel 

pA'a a*A'a h*A*o etc. 

gleiche Werthe haben. Die von diesen Winkeln abhftngen4tn in (43.) vor- 
kommenden P^^^ und nS^^ werden daher ebenfalls gleiche Werthe besitzen. 
D. h. es wird: . 

(f].) PpV = PP.= P't% = P?i = etc. 

und andererseits: 

(&.) lf;i = J7?>^ n^i = etc. 

Da ferner P^l von dem Winkel am ß in derselben Weise abhängt wie 11^1 

vom Winkel ainßy die Gentra «, ^i der beiden KugelflAcben «ber genea- 
wflrtig in ein uud denselbei^^ Puncl A* fallen, so ist für den hier vorliegen- 
den Fall auch 

Mit R&cksicht auf diese Gleichungen (i^.), (^.), (x.) und mit Rücksicht darauf, 
dass (nach y^ die Parameter ^ proportional sind mit den Quadratwurzeln 
der Distanzen r, verwandeln sich die Ausdrücke der t^") und ^("^ (43.) in: 

p ^ p 0' 6' c' / kJ p« « 

p \ a' b' e' 4' ' KJ po o 

Zufolge (£.) ist nun: 



1— 0-^»+' 

Q ar f p 



-»•p 



«+4 /i2ii+ 1 



1_(^^«+1 



r;+^ + r;+*+r;.^*4 ... = ^"^j' (l + 0'^-+' + (?''-^+" +...) 



rp 



^2»+i 



Folfflich wird; 



r?+*(l-(?'^"+') 
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!'»> = -^. 



^ 2«4-l 2«+l .. 



§PP.F.d, 



r}' r?+*(l-(?-'"+') 



(») 



r « I j. \^ I 

P 

^ Q 



oder , wenn man den Wertli von Q = -^ (d.) restituirt : 

r 

/rn) — L If ? tj P F //« 



Snbstituirt man diese Werthe in (43.), so wird schlieislich : 

W ^P ~ 2 TiF* Je-* rr^-r^n^l n (n) 



Zweiter Absciinitt, 



§. 1. ÄUg$meine Transformationen. In den Ausdrücken 

werden an Stelle von x^ y^ % die Parameter dreier orthogonaler Flächen' 

Systeme eingeführt, von welchen zwei aus Rotationsflächen bestehen und 

das drille durch die MeridiaU'Ebenen dieser Rotationsflächen 

dargestellt wird. 

In dem rechtwinkligen Coordinatensystem (x, y, z) sei x die 
Achse der Rotationsflächen, also xy und xz zwei feste gegen einander 
senkrechte Meridian - Ebenen. Eine dritte Meridian - Ebene von variabler 
Lage mag mit xti bezeichnet werden, wo ^ diejenige Linie vorstellen 
soll , in welcher diese Ebene von der yz - Ebene durchsetzt wird. Es 
mögen nun x, ti die rechtwinkligen Coordinaten irgend eines in der 
Meridian-Ebene ort^ befindlichen Punctes vorstellen, und ^^, (o zwei Func- 
tionen von X, ^ sein, welche durch eine Gleichung von der Form 

definirt sind. Unter f soll dabei irgend welche gegebene Function ver- 
standen werden. Setzt man ^^ und w gleich wiUkurlichen Constanten: 

i9" = Const. , (o ~ Const., 

so werden dies die Gleichungen zweier orthogonalen Curvensysteme sein, 
welche in der x^-Ebene liegen. 

Es soll sich nun hier um zwei Systeme von Rotationsflächen han- 
deln, von welchen das eine die Curven & = Const., das andere die Curven 
w SS Const. zu Meridianen hat, und um ein drittes Flächensystem, wel- 
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ches aus den Meridian-Ebenen selber besteht. Die Paraaietor dieser drei 
Flächensysteme werden 9^ (o, ^ sein, falls man unter ^ den Winkel 
▼ersteht, welchen irgend eine jener Meridian -Ebenen mit der xy -Ebene 
macht 

Versteht man nun unter x, y, « die Coordinaten eines beliebigen 
Punctes er, unter t^ den Abstand dieses Punctes von der Rotationsachse, 
endlich unter ^., co, 9> die Parameter der drei Flächen, welche durch a 
hindurchgehen, so findet zwischen x, ^ und 9, <a der durch (76.) re- 
präsentirte Zusammenhang statt, welcher sich auch so darstellen lässt: 

(*) ^ 

2i 
und andererseits finden dann zwischen y, c und t^, qi die Relationen statt : 

(«*) jy = »>cos<)f. 

' s — ^ sin 9) . 
Setzt man zur Abkürzung: 

(»»•) dnil + ito) _ , dfi» - to) 

I d(* + iw) ' d(d—i(a) *" ' 

so ergeben sich, aus (^) und {**) durch Elimination von ^, für den 

Ztisammmhang, der zwischen den reehtiomkligen Coordinaten x, y, z und 

den neuen Coordinaten S; to, q> stattfindet, schliesslich folgende Formeln : 

f+F , 

1 f—F 

(»«.) < y = ^"2?" "•* ^ 

/ f—F . 

Daraas fblgt: 

dx_rj-F' %_ r— f ^ _ n 

d»~ 2 ' dw~* 2 ' d(F ~ ' 

/- w^y /*— ^ 5» t-^F dy f-F . 

(»«.•.) jg|= -2,-""'^' -do,^'-w"^'^' 5^ = --2r*'"^' 

a* /•— r dz .f+F. dz f~F ^ 
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Ans den GMdnmgen: 

folgt, wenn man 

d.i. nach (78. a.) : 

setzt: 

oder, wenn man beachtet, dass die FMchen mit den Parametern ^, uty ^ 
einander senkrecht durchschneiden , dass mithin die hier als Factoren der 
Producte dd^dw , dd',d<p, d(o.d(p auftretenden Ausdrucke Null sind: 
(Sl.) rfx>+ dy*+ d%^ =n ©d^«-hflAö»+ 0dq>\ 

Hiermit ist für das Linien -Element V^flP* + dy*Td»* , weteha« asww 
unendlich nahe Puncte (o?, y, a^) und {x^-dx^ y+dy^ x+dz) mit ein- 
ander verbindet, ein Ausdruck gefunden, der von den neuen Coordinaten 

« 

(^, (Oj (p) und (^ + d^, w + d(a, fp -\- d(p) jener Puncte abhängt Ver- 
mittelst dieser Formel (81.) lässt sich nun, falls W irgend welche Func- 
tion von X, y, % vorstellt, das Aggreigat 
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^IFoder ^£5r + -^+-^ 

sofort in einen Ausdruck traisformiren, weldier an Steile der Coordinaten 
X, y^ z die neuen Coordinaten t>, €<^, 9 enthält. Unter Anwendung der 
in jener Formel auftretenden Faetoren 

©, ß, ® 
und der davon abhängigen Wurzelgrösse 

(«».) P = ^e.Q.o 

ergiebt sich nämKoh för die in Rede stehende Transformation folgendes 
Resultat * 

wie solches ?on Jaeobi durch eine der Variations- Rechnung entlehnte 
Kethode allgemein, oämlich für drei ganz beliebige orthogonale Flächen- 
Systeme dargethan ist (Jaeobi, Math. Werke Bd. IL pag. 40 — 43). 
Zufolge (82.) und (80.) wird: 

/ — F 

Substituirt man diesen Werth von P und die in (80.) für 0, ß, <D an- 
gegebenen in die Formel (83.), so geht dieselbe schliesslich über in: 

_ 2f'P d^W 
f—F ^ ' 

Aus der Formel (81.) ergeben sich noch andere Folgerungen, die 
später Ton Nutzen sein werden. Versteht man nämlich unter dto das 
Weg -Element, weldies der Punct {d-, w, (p) durchläuft, sobald man 
gleichzeitig ^ um d9y w um dw und q> um d9> zunehmen lässt, so er- 
giebt sich aus (81.) 

dw = V®rf«*+ ÄA»*+ 0dg)^ 
d.i. nach (80.): 

rftt, := J fp{d»''^-dw^)—if~^.dq>\\ 

Bezeichnet man daher vtaidw^^ dw^^ dw^ diejenigen drei Weg-Glemente, 
welche der Punct successive jedesmal vom Orte (^, eu, 9?) aus durchlaufen 



[No.85.1 _ 76 _ 

wird , falls man beim ersten Mal ^ um dx^, beim zweiten Mal (o um dto^ 
endlich beim dritten Mal g) nm d(p anwachsen, und jedesmal die beiden 
andern Coordinaten ungeändert lässt; so wird: 

dw^ = d»^G = d»,^fF 
dw^ = dw^Q =3, rffti. ^fF 



Daraus folgt: 



(«*•) 



dw^ = d9>^0= d9>.i'-j 

dWf^,dw^ = da}dq>. ~ ^-^ 

d» 1 



dw^ yjfp 

(95. A.) Diese Formeln haben in Bezug auf die ^-Flächen d/i. 
in Bezug auf jede durch eine Gleichung von der Form 9 =» Const. dar- 
gestellte Rotationsflache eine einfache Bedeutung. Da nämlich die kleinen 
Linien dWf^y dw^. in der Fläche ^^^ Const. liegen, unddto^ senkrecht 
gegen diese Fläche steht , so wird das Product rfu?^ . rfu? den Flächen- 
Inhalt eines Rechteckes vorstellen, welches als das Element jener Fläche 

angesehen werden kann , und andererseits -- den Differential - Q^^o- 

dw<^ . . 

tienten von ^ nach der Normale jener Fläche repräsentiren. 

Sind ^, &>, f> und ^i , cü| , q>i die neuen Coordinaten für irgend 
zwei Puncte (x, jf, z) und (a^i , ^i , Sj), so ist nach (78.) 

f+F I fi+Fj 

^ p J / ■ p 

(86.) {y = '-^ cosg» ly,= Ü-g^ co8 9>, 

f—F . 1 ft—lt . 

% = '-gv- Sin 9> [ «, = ■^-2i sm 9», , 

wo nach (77.) f, F, ft , F, zur Abkürzung stehen für folgende Ausdrücke 

I f '- n» + üo) f, = f{»^ + tto.) 

I F - f{d—im) F, = f{»^—i<Ot). 

Daraus folgt: 
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uad ebenso 

Demnach ergidft sich für das Quadrat der Entfernung der beiden 
iVwete (x, y, z) und (x, , y, , «() folgender Ausdruck: 

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die eben ausgeführten Trans*- 
formationen bei ht^Qnd&rn Annahmen über die Function f in (76.) ge* 
sfalten. 

Krsteas. kn SuU$ der Formel a;-f i^ «»^(^-htcti) wird die 

F\)rmel 

1 + e^i-'«" 

1 — e*+«*' 
zM Grunde gelegt. 

Dann wird nach (77.): 

1 + ^^+tcü 1 + e^-*" 

f ^ a „ ■ . F = a 



1 — g^+tw i_e^-i« 

-^+10* ^^ — io} 

f^-2a , \^. , f = 2a 



(1— «*+•<»)* (1 _«*-<•» y^ 

f(dgiich, wenn man zur Abkürzung e^+e~* — 2cosct» = tp setzt: 
/ — F iiäaoi ,„ , «* + e~* -I- 2 cos w 

-2-" -IT ^•^='' v^ 

f+F _ e-»-e» /.i!««^«' 

Durch Substitution dieser Werthe von /, F etc. erhält man aus den 
Formeln (86.), (86. a.), und sodann aus den Formeln (84), (85.) die in 
folgender Tafel zusammengestelltea Transformationen: 
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(WO r • 

t/;, = e^i-|-e~^' — 2 cosw, . 

p und ^' die Abslände des Puncles (5", w, (p) oder 

D .1 J (aj, V, z) von den beiden Polen A und A\ 

a. Bezeichnungen :\ v » » » / 

dti;^, dtt?j^, dw die Wegelemenle, welche der Punct 
(^, ü), q>) durchläuft, wenn von seinen Coordina- 
len respective allein ^ um d^, oder allein o) um 
du, oder a^/ewi ^ um d(p anwächst. 



^""^ i/; l^ "" (a? + a)2^hj^+ «* ' ? 

, sin CO K 2a^y^+z^ }._ 4a* 

sin cu . f ^ Ä 

2 = a sin a> I tg cp = — 

xp ^ ' ^^ y 



[(x--x,Y+{y -y,Y+{z—z,Y = 



CA 



(^^ii - ^1 ^ g''^i — ^*>) — 2 [cos CO cos oij -h sin io sin (0| cos (y — y , )] 



^•^ 



t 



4a- sin CO ^„^_ ^ /?i5i:? ^U ^/ging^ ^^i ,1 ^^^ 

, 4a* sin w . . dd- . rfi 

L ^ 



Zweitens. An Stelle der M§€meinen Formel a? + »^ - /^(^ + uo) 

wird die Relation 

1 

a?+t^ = — 



X+iö 

zu Grunde gelegt, wo die neuen Variablen nicht mehr mit ^» co, iondern 
mit den Buchslaben X, s bezeichnet sind. 
Nach (77.) wird hier: 
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A - - , V -..-. -F = - 



1 



f= TT-rTTT, f = 



folglich, wenn man zur AbkQrzung A*+s* = ^ setzt: 

f-F_w ",>_! 

L±I-zzl fF'- 1 

Durch Substitution dieser Werthe von /, /", etc. erhält man aus den 
Formeln (86.), (86. a.), und sodann aus den Formeln (84), (85.) die in 
folgender Tafel zusammengestellten Transformationen: 



1 dw^ , dWff , dw^j. die Wegelemente, welche der Panol 
• Bezeithnungen \\ (A, &, q>) durchläuft, wenn von seinen Coordinaten 

respective alUin X um dX^ oder allein d um da, 
, oder allein (p um dq> anwächst 



« = ^sin9 ltgsp = y 

c- ( _ (A— Aj)H[ g' -h ö, 2— 2» ei cos {w — q>i)\ 

iä Mt> ■ - PI « ' I ■ I ■ I .1 I I. ... ■,.. , . I , . ■ , - ^ * - . ■ * 

\ xp.xf/t 

d ^AW^ d Ja dW^, Ö Ja dW^^ 1 d^^W 



2 
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§. 2. Zurückführung des Prohlemes des stationären T4mperaturMU*tand4s 
für einen beliebig gestalteten homogenen Körper auf die Ermittelung der 

GreerCschen Function, 

Wir wollen uns einen homogenen Körper denken, dessen Begren- 
zung aus beliebig vielen , beliebig gelegenen und beliebig gestalteten Flä- 
chen besteht; in Betreff der Ausdehnung des Körpei's nach Aussen hin 
jedoch voraussetzen, dass derselbe entweder nach allen Richtungen hin 
bis zu gegebenen festen Grenzen reicht, oder nach allen Richtungen hin 
ins Unendliche fortgeht. 

Dieser Körper, dessen Temperatur, wie wir annehmen wollen» zu 
Anfang überall Null war, werde au allen Stellen seiner Begrenzung mit 
Wärmequellen von gegebener und unveränderlicher Temperatur in Con- 
tact gebracht; es handelt sich darum, den statioiiäreQ TemperaUiczujOaiid 
zu ermitteln, welcher in demselben unter diesen Umständen schliesslich 
eintreten wird. 

Für ein und denselben Körper bieten sich hier unendlich viele 
Aufgaben dar, von einander verschieden durch verschiedene Temperaturen 
der gegebenen Wärmequellen an der Begrenzung.* Alle diese Aufjgaben 
lassen sich, wie gegenwärtig gezeigt werden soll, auf eine einzige unter 
ihnen zurückführen. 

Man denke sich nämlich irgendwo im Körper emen festen Punct 
1, und jedes zur Begrenzung gehörige FläcSbenelement d(o mit einer 
Wärmequelle in Contact, deren Temperahir gleich der reciprofcen Ent- 
fernung zwischen dca und 1 t^^ Besitzt man nun die Mittel, um fßr 
diesen besondern Fall den stationären Temperaturzustand zu bestimmen; 
so ist man auch im Stande , jede, der vorhin erwähnten unendlich vielen 
Aufgaben zu lösen. 

Diese Behauptung, deren Richtigkeit sich sogleich erwefeeu wird, 
lautet , in die Analysis übersetzt , folgendermassen : 

Die Aufgabe: 

[Eine Function V^ V(x, y^ z) zu finden, welche im Innern 



(8»-) 



cdes Körpers die Hauptbedingungen (10.) erfüllt, und an d^r 
Begrenzung desselben beliebig gegebene Werthe besitzt. 



( 



< 

4 



■I 
4» 
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tufikkfläiren auf die 

Erimttehing einer Function G ^ G{x,y,z), wekhe erstens 

im Innern des Kör})ers ebenfalls den Hauptbedingungen Genüge 

teiBtet^ und welche zweitens, sobald der Punct (a?, y, z) in 

^ die Begrenzung des Körpers fiUt, gleichwertfaig wird mit fol- 

(•Ä.) N gendem Ausdruck : 

^9 (^1 9 1^1 f Si) clie Coordinate« eines festen Punctes sind, 

der irgendwo im Körper angenommen ist. 
In der. Thai la$$t sieh die Aufgabe (89.) , falU die Function G (90.) 
6€lrittiii^ f«t» ini folgender Weise lösen: Wir bezeichnen den Punct 
ißty üb) ^i) ^i^ ^9 4cn Ort irgend eines Flächen - Elementes <iai, 
iprelclies zur Begrenzung des Körpers gehört, mit (a;^, j/^, z^) oder o;, 
die Werthe der Functionen K, 6 in diesen Puncteu mit Vi, Gi, F^, G^ 
i^idlicb den reciproken Werth der Entfernung zwischen 1 und w mit 
7|4^. Dann ist zufolge der über G gemachten Voraussetzungen (90.): 

G ^ 1 _ 

d. i. 

temer, weil V und G innerhalb des Körpers (fie Haupt-Bedingimgen er- 
füllen [durch Anwendung der Theoreme (11.) und (12.)] : 



i (Ml.k.) 



i «'Si^-'^-'.'^l- 



wo die Integration über alle Flächen - Elemente d(o ausgedehnt ist, aus 
welchen die Begrenzung des Körpers besteht, und N diejenige Bichtung 
;' der auf dw errichteten Normale vorstellt, welche aus dem Körper in den 
\ angrenzenden Baum hineinläuft. Durch Subtraction der Formeln (90. b.) 
ergiebt sich mit Bäcksicht auf (90. a.) sofort : 

Nmüuiihu 6 
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Da 7^ die gegebenen Werthe repräsentirt , ^iv^ateh^rV an^ 4ßi\« 9^0iWlliA| 
das lL5rpen$» tMvaitzen soll , also eine ge^btm Fnnetißfß^ iw%VßHi , ferner 
' T^ ^^ an und für, sieb eine tekannie Function ist , so wird niiia die vor- 
siehende Formet, .falls di^ Kpmittolung der Fnpction Q a^if in^^ welche 
W^is^. gei^Aekt i$t^ sotort^ zur Becechnuiig von VV» 4>.h. zuTi: Berechnung 
desjenigen Werthes benutzen können, welchem die. gel^||q||t^. Fnmplmi V 
in dem beliebig gewählten Puncte 1 besitzt. Somit ist die oben (in 89. 
und 90.) gemachte Behauptung als ricfatig erwiesen. 

Die Functwn G ist dädurth ausgezetchuet , duss^ ihri^ Beickaffen- 
heit allein von geometrischen Verhältnissen «bhäni^. Alles zu ihrer 
Definition Erforderliche ist nämlich (nach 90.) voHstSndig bekannt^ sobald 
erstens die Gestalt gegeben ist, welche der Ki>rper besitzt, und zw^tem 
der Ort gegeben ist, welchen der feste Punct^ah, yi , «j) oder 1 iai 
Kürper einnimmt. Ich werde dieselbe die Green^arke funeUm und 4fm 
festen Punct 1 ihren Centralpnnct nennen.^) Da jeder andern Lage 
von 1 eine andere Beschaffenheit der Function G ent^richl, so wM 
es zweckmässig sein, solches in di^ Beeeiehnung derselben mit aulzu^ 
nehmen und die dem Centralpnnct 1 zugehörige Gr^n'sche Function 
mit 6r(^> zu bezeichnen. 

Wir haben alsdann folgende. Definition : 

(91.) Die einäm gegebenen, Körper und einem gegebenen Central- 
punct 1 zugehörige Green* sehe Function C^'^ = ß^'H^ty»«) w' dadurch 
definirt, dass sie erstens innerhalb des Körpers die Hauptbedingungen 
iXO.) er füUt^ und dadurch, dass^ sie, zweitens, sobald der Punct {x^y^x) 
in irgend eine Stelle o; der Körper -Begrenzung zu liegen kommt, mit 
dem reciproken Werth des von dem Centralp^^mt nach to gezogenen 
Radius-^ectors gleichwerthig wird. 



, *) Ich nenne die Function die Green^sche, weil die Wichtigkeit» weiche 
sie gegenwärtig in mehreren Gebieten der mathematischen Physik besitzt, 
zuerst in den von Green über die Vertheilung der £lektricität angestellten 
Untersuchungen sich geltend machte.' (Man sehe „G. Green : An essay on tfte 
apphcation of mathematicai analysis to the theories of electricity and magne- 
tism.'' Crelle's Journal f. M. Bd. 39, 44 ufid 47.) ^ 
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i^ - t|lerviM*.Mbi^ 'vvb*' dafmi nach (90: c), «tt in elncfin Vöi^, dir a)» 
UM Stetteii sefai^ BiegreoziMig anf beüelMig gegebenen und lihTerftttder-' 
IkiieAf WSnMqprileB' in- €o«taet gesetzt* isrt, dfe^ TemperatijTr nach Eintritt 
des stationären Zustandes zu bmtktm^, ffAgenä^, Ms* die Ermittettm^ 
der Greentechen Function möglich ist, immer ausfährbare Methode: 

(•S») Man hilie die Green' sehe Function /ttr irgend einen 
Pw^et 1 dt$ KörffmM ^t CentrtUpttiux, he%9ichm dm W$rth dm-sMtn. 
in irgend einer Stelle m der Körperl^egrentung mit GJ\ femer den 
recvproken Wertk der zwischen 1 und lo vorhandenen Entfernung 
** r/wrwttÄ h^Iäe die Differential ' Quotienten : 

dGf^ dT^^ 

''■■''' "nr -iF 

wo dGl^\ ^^i<u ^'^ unendlich kleinen Zuwächse vorstellen^ welche G^^ , 
T^u erhalten wUrieti, sobald der Punct (o die Begrenzungsfläche des 
Xörpers verlassen und sich längst der in w errichteten Normale um 
dt€ Strecke dN vom Körper entfernen wollte. 

" (Uli 

Bezeichnet man dann mit JJ^, die Differenz dieser beiden Differ 
retitial' Quotienten 

f§' -»*- I »> ■ «11 j« ■» ■ 

" dN dN ' 

SO wird die nach Eintritt des stationären Zustandes im Puncte 1 herr- 

sehende Temperatur Vi folgenden Werth haben: 

. .(*^: . .. 4ssVt ^ ^H^'V^dü), 

tM't^ äas bei ü) liegende zur Begrmzung gehörige Flächenekmeni^ 
fenker V=- die für dcu gegebene Temperatur vorsidlt, und^ we endUck 
die Integfuttow über die gemze Begrenzung des Körpers ausgeddmt- ist* 
(#••!«•) Besteht' die Begrenzung des Körpers aus mehrer eh von 
ekiander ' gesonderten Flächen, so wh^d das* für V^ aufgesteUte Integral- 
(^^^iJucefcssive* lauerst über alle Elemente der ersten, dann über alle Ele- 
mente der zweiten , dritten Fläche u. s. w. auszudehnen sein , also in eine 
Summe von Integralen übergehen. Zugleich wird es dann auch ver- 
schiedener Operationen bedürfen, um den Ausdruck ff^*^ für die einzel- 

6* 
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vm Flächen zu bäcten. BeUebt z.B., vm ans bei der hjififSfhßA^r Fall 
ist, um^die es sich hier handeljt» die Begreiuaiig 9m nwei Fiftch^, uttd 
bezeichnet man irgend einen Punct der eine» mit «, iifend. einen 4tx 
andern mit a, so wird man die Ausdrucke 

^' " dN dN ^«^ "" dW dm 

bilden müssen, und dann fär Fi falgenden Werth haben: 

47rF| - Sffr^F,d,+Sff;^^F^da, 

wo ds, da zwei respective bei « und a liegende Flächen -Elemente der 
Begrenzung des Körpers vorstellen, und iV, 92 diejenigen auf d$, da er- 
richteten Normalen bezeichnen, welche aus dem Körper in den angren- 
zenden Raum hineinlaufen. 

Hiemit ist der Plan^ nach welchem wir im Folgenden «ur Be- 
stimmung des stationären Temperaturzustandes bei einem von «tr#| 
Kugelfldchen begrenzten Körper verfahren werden, in seinen Haupt- 
umrissen dargelegt. In §.3 wird die Aufgabe unter der Voraussetzung 
behandelt werden, dass die beiden gegebenen Kugelflächen einander nicht 
berühren , sodann in §. 4 unter der Voraussetzung , dass eine Berührung 
stattfindet. Diese beiden Fälle müssen nämlich von einander getrennt 
werden, weil es einmal in beiden verschiedener Coordinaten bedarf, im 
ersten Fall der in (13.) bis (22.) untersuchten Coordinaten ^,0/, im 
zweiten Fall der in (61.) bis (68.) besprochenen Coordinaten ^, &, an- 
dererseits aber auch die in beiden Fällen zur Integration der Differential- 
gleichong JV ^=0 arforderUchen Functionen verschi^ene sind ; im eisten 

in) 

Fall ist hierzu die Laplace*sehe Function P{x) (2.a.), im zweiten FnU 
die Bessel'sche Function J{x) (4.a.) nothwendig« ViTeitm^e Unterabthei* 
lungen in jedem der genannten beiden Fälle zu machen, wird nicht er- 
forderlich sein; vielmehr wird in jedem derselben die Methode der Lösung 
dieselbe sein, mag von den beiden Kugelflächen die eine ausserhalb oder 
die eine innerhalb der andern liegen. 
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§.3. Losung des Probleme» de$ tiationären Temperatur - Zustandes für 
einen homogenen Körper^ welcher von irgend swei einander nicht beruh' 

renden Kugelflächen begrenzt wird. 

Wir bedienen uns eines Coordinatensystemes (^, €<>, tp), welches 
symmetrisch ist in Bezug auf die a;-Achse, und bezeichnen in Folge des- 
sen jede durch diese Achse gehende Ebene mit dem Namen Meridian- 
Ebene ^ und zwar der Art, dass jede Meridian-Ebene auf der einen Seite 
Ton der o?- Achse begrenzt gedacht wird, so dass eine Drehung derselben 
um 360^ erforderlich wird , sobald dieselbe sämmtliche Theile des ganzen 
Raumes durchlaufen soll Der Winkel, unter welchem eine beliebige 
Mmdian-Ebene gegen die feste a^jf-Ebene geneigt ist, soll q> , der Durch- 
fidiiutt der Meridian- Ebene mit der yz-Ebene soll 1^, endlidi die Ebene 
sdbw die ^- Ebene genannt werden. Ist ^ gegeben, so bedarf es, um 
die Lage eines Punetes in der dadurch bestimmten Meridian - Ebene fest- 
zusetzen, noch zweier Angaben. Diese können entweder darin bestehen, 
dass die Coordinaten x, tf gegeben werden, welche der Punct in jener 
Meridian -Ebene haben soll, oder auch darin, dass irgend zwei andere 
Grössen gegeben werden, welche Functionen von o?, ^ smd. Wir bedienen 
Hfls zu diesem Zweck der früher in (15.) bis (26.) untersuchten, und 
äurch die Formel 

definirten Fnnctionen t>, vd. Die Gleichungen 9 -=■ Const stellen dann 
Kreise , oder , wenn alle Meridian*Ebenen gleichzeitig betrachtet werden, 
Kngelflächen dar, welche ihre Mittelpuncte in der o;- Achse haben. Be- 
zeichnet man wieder zwei feste Puncte i, k\ welche links und rechts 
m der "Entfernung a vom Anfangspunct auf der x- Achse liegen, mit 
dem Namen fole , so wird die Kugelfläche 9 ^ Const den Pol i oder 
id^ Pol 4' umschUessen (Fig. 12.) , je nachdem die Const. einen posi- 
tiven oder negativen Werth hat Lässt man v^ « 4- «: werden , so 
schrumpft die Kugelfläche MN zum Puncte i, und lässt man andererseits 
'9 =r — oo 'werden, so schrumpft die Fläche WH' zum Puncte i' zu- 
sammen. Wir können desha& die Pole A , ii! selber als unendlich kleine 
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.ll£ugfln mit dm Parametern ^ -^ -f op, d*,^ -— op ds&iin^n, • ttad 
rd^mgeipaßB j^de Kiigelfläohe mit po^tivem i^ ab eke den Pol 
(^ - + oc) , jede Kugelfläcbe mit negativem «^ als . me deil Pol 
(d- - — oc) umscbliesseade Flacäe bezeicbiDen. Auf der Grenaa dieser 
beidea Gattungen yoa Fläehea steht die duFch die ^s-ElMine dargesteüte 
unendJicb gmsse Kugelfläcbe mit dem Parameter ^ ^ 0. Der KdriM*, 
. um dof senr Untersuchung es sich hier handelt, sei yon bgedd zwei solchen 
KugeWaohen mit^ den Parametern d^ ^ t und d^ ^ t begrenal, und 
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(94.) —(X><T< t < -f-^o 

sein, übrigens aber dahingestellt bleiben, ob r und r gleiches oder ent- 
, gegengesetztes Vorzeichen besitzen. Im ersten Fa^ yy^r^c^.; d^op^.Jbve^e 
Flachen denselben, im zweiten Fall jede einen andere Pol.uj^schlieis^ßf; 
so dass der Korper im ersten Fall die .("orm einer Kugel$/:ba|e besi^, 
im letztem Fall hingegen einen Raum.einnimuit, der innerlich von den 
beiden gegebenen Flächen begrenzt ist, und nach, Russen hu\ sich jibeic^ll 
ins Unendliche ausdehnt. , - „...^ 

(94. a.) In jedem der beiden Fälle wird der ^on de^ft iK^rfler 
. eingenommene Raum durch diejenigen Kugnlfldohent deren Pantoneter.^ 
zwischen t ujod / liegt, stetig und vollständig erfüllt wenden. ...i' • 

: (94. b«) Ferner werd^ in jedem der beiden FMe die Feie 
nuMserhalh des gegel^enen Körpers Hegern. - 
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'(•4.r.) Sind (p und S" gegeben, «o ist damh die Lage einer 
Meridianebene, Und zugleich eine der eben betrachteten Rugelflächen fest- 
Igitotzt Um die Lage eines Panctes auf dem Balbkl^eise , in welchem 
jene («ür liis zur Jtr^Adise üeh ergireckende) Ebene und dieee Kugeln 
Väoiie einander scfaneideB, zn besümmen, dient nun endlich die Variable 
w. Für irgend einen Punct a reprasentirt w (zufolge 21.) den WiAkdl 
AaA\ so dass w für alle Punote des eben genannten Halbkreises zwi- 
schen 0» und 180» liegt, nämlich von 09 bis 180» wächst, falls der 
Ptinct o den Hdbkreis vom p bis 9 hin (Fig. 13.) durchläuft. 

Fig. 13. 



^ 




(04. €l.) Man wird also, wie schliesslich bemerkt werden mag, alle 
Pancte des ganzen unendlichen Raumes haben, wenn man unter ^, ca, q> 
Coordinaten versteht, welche respective von — 00 bis 4 00 hin, von Ö 
bis 77 hin, und von bis 27t hin variabel sind. 

Der Gang meiner Untersndhung wird nun in diesem §. folgender 
$€tn '. 

A. Der reciproke Werth f der Entfernung, welche eiö variable 
Füntt i&, w, (p) von irgend weldiem festen Puncte 1 aus hat, wird 
eine Function der drei Coordinaten ^, ft», 7> »ein. ich werde diesfe 
PonctioB mit T(i^, o;, <r) bezeidinen, dieselbe vrirkliofa bildcoi, and sie 
dann in eine Reihe entwickelu: 

r(^, w, 7) - X H»^ w» V)' 
Ftit das allgemeine Glied ^(^, co, <p) wird sich, Ms h seine Ordnung^ 
zahl TorsteDt, folgender Werth ergeben: 

'(*) *(*,ft^,9)- 

^C.e ' ' . V« +« — ^2 cos cü.P [cos ca cos «i+sinct; sin cö|COs(y—q?i)] 
w^'dii, ^1 die it»- ^oA 9>-€oordinate des festen Puncteis 1 vorsteilen. 



P^«^ die Liiplace'scbe Function (2.) bezeichnet, und endUch C dm^n con- 
stanten, d.h. einen von ^, (a, 9 unabhängigea Factor lepräsentirti: .. }/ 

B. Nunmehr wird die Natur der Fuactionen '< Bi&, w,' tp) Häiier 
untersucht. Bezeichnet nian die rechtwinkligen Cöordinalen ides variablon 
Punctes (i9v w, q>) mit (x^ y, z) , so genfigt die reciproke £ntfemnng T 
bekanntlich der Gleichung 

d^T d^ d^ _ ^ ■ ' 

Ich weise nach, dass auch jeder einzeüie Term E der für T gefundenen 
Ent Wickelung dieser Gleichung Genüge leistet, dass nämlich 

5a?' dif* 5»' "~ 
ist. Damit ist dann dargethan, dass jede der Functionen E der ersten 
unter jenen Bedingungen, welche in (10.) unter dem Namen „Haupt- 
Bedingungen^^ zusammengefasst wurden, Genüge leistet. Um nun ferner 
zu untersuchen, in wie weit diese E auch den übrigen Haupt -Bedingun- 
gen genügen , bedarf es einer Sonderung dieser Functionen in diejenigen 
beiden Gattungen , welche die Formel (*) successive darbietet , falls man 
darin dem Exponenten von e einmal das Vorzeichen + , und sodann da,s 
Vorzeichen — zuertheilt. Ich bezeichne diese beiden Gattungen respective 

mit E und E, und beide zusammengenommen mit £, wo £ 3= ± 1 sein 

€ 

soll. Alsdann zeigt sich, dass die Function E sämmtlichen Haupt -Be- 
dingungen im ganzen unendlichen Räume, mit alleiniger Ausnahme des 
Poles {&• == £Oio) , allenthalben Genüge leistet. 

.€• Ich lasse sodann eine Digression über die Natur der Functionen 

(n) 

P [cos w cos w, + sin w sin w, cos (<p — ^, )] 

folgen, und weise nach, dass dieselben in Bezug auf das hier zu Grunde 

gelegte Sytem der d' 3= Kugelflächen Eigenschaften besitzen, die denen, 

welche Laplace für ein System concentrischer Kugelflächen entdeckt hat, 

vollständig analog sind. — Im Anschluss hieran ergiebt sich dann auch, 

t 

dass jede der Functionen £(<9, cu, q>) als das Potential irgend einer 
Kiigelfläche angesehen werden kann, weiche zum Flücbensystem ^ — Const. 
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fshört^e und «HefdicieiiL Flicken ' so -g^wfthlt ist, dass der P4>1 («^ — «oo) 
thtttfrAaK, uad. dar Pwiet (^^ n^, 4p) auai^riMi derselben liegt (Fig, 14). 
Welche Lage nämlich diese ;9:rKugeI- f'ig- J^- 

Bäche im Uebrigen auch haben mag, 
iBiniet lisal( Bioh dieselbe der Arl 
mit INtesse bellten, dass die inAede 
stehende Function das Potential ih- 
rer Einwirkung auf den Punct {9, 
• 

Ol, q>) darstellt. Da man demzu- 
ki%e die Kugel auch so wäUen 
kann, dass sie den Pol (^ = «oo) unendlich enge umacUiesst, sa kann 

£e Function £{&, ct>, ^) geradezu als das Potential derjenigen Wirkung 
bezeichnet werden, welche eine gewisse im Pole (^ = €oc) befindliche 

r 

Bttsse auf den Punct ({^, w; q>) ausübt. 




Da (zufolge 94 b.) die beiden Pole immer ausserhalb des- 
jenigen Raumes liegen, den der gegebene Körper einnimmt, so werden 
also die Functionen £(&, ^^ 9) beiderlei Gattung d.h. sowohl die Fune- 

tionen E als auch die Functionen E innerhalb des Körpers überall, ohne 
Ausnahme, den Haupt - Bedingungen Genüge leisten. Dasselbe wird na- 
turlicb auch von jedem Aggregat gelten, welches aus den E beiderlei 
Gattung auf lineare Weise zusammengesetzt ist , und m welchem jedes E 
noch mit einem beliebigen constanten Coefißcienten multiplicirt sein kann. 
Ein solches Aggregat wird daher die erste der beiden Eigenschaften, 
durch welche in (91.) die Green'sche Function des Körpers charakterisirt 
ist, bereits ?on selber besitzen. Dass dasselbe gleichzeitig auch die zweite 
jener beiden Eigenschaften besitzt, und in Folge dessen mit der Green'- 
schai Function kientisch wird, kama man, wie ich zeigen werde, Aaiurdh 
erreicben, dass man über die constanten Coefficienten in geeigneter Weise 
y^rfögt, und zugleidb sämmätche E beiderlei Gattung in das Aggregat mit 
ai^mmi; dasselbe also in eine unendliche Reihe übei^ehen lässt. -^ 
bt auf diese Wease die Gr4^n'sche Function gefimden, so bedarf es 
addieaslich nur nodi der Ausfuhnmg der m (92.) angegebeiKB Operatio- 
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tum, uin mk Bblfe «dieser Pimeti^i} tlks Idsubg <tes Pl^lflifc i jpi d^ «tih 

tiondren Tiettii^eratitreustandes in volI«t Allgeinehdi^t eii eiMieifi. 

• ■ , ' . / 

• ' . t ■ . j ■ > « _ : I 

A. Entwicketimg der reciprokea EvtftrAUnl xt¥«icr JPuQ^^i } ' 

Setzt man die reciproke Entfertiimg irgetiä zweier Puftde 0' ttttd 
1 gleich Tq! , so ist, wenn (x,y, s) utid {Xi , jTi «'^i) ^^ tedtksvki^ 
ligen Coordinaten bezeichnen: ' ^ 

also nach (87. c), wenn {d-, «, q>) iind (^t , w, , <]Pt) tBfe tae»Äli Oooi*- 
üMteH dieser Pnnete »nd: ' ' 

also mit Hülfe von (l.a.): 

(96.) 

fj,, =±: ^ ^ ' ^' . > e ' . r [cos et; cos W| + sin w sin ü)\ (»s \^ — ^i )I , 





wo ^ — ^1 den absoluten W^rth der Differenz 9 — ^j vorstelleo, also 
= ^•-r-^'^ oder = ^|-— ^ sein soU, je nachdem ^>^| oder Ä, >^ 
ist. -— Ebenso wie die reciproke Entfernung T mit den beiden India^ 
und 1 versehen wurde, ui|i ^ie als eine von der Lage der beiden 
Puncte unfl 1 abhängige Function zu bezeichnen; ebenso werde ich 
auch den Ausdruck 

(») in) 

(•9.) P[cos€e;oo&C(/| 4- «incorinct;! gfaiCf) — 9i)] =c Fgi 
MtaeB, um dadurch die A))h^gigkett dieses Ausdrttokes vad der Lage ]eoar 
beiden Punete hervorzidieben. Wie «Htn sieht, ist übrigens F^^ nur im 
den W' und ^ •* Coordinaten der baden Punete abtaftn|^, tob ikrai 
il!^*Co(Wxliiiaten dagegen unabhängig. D. h. der Weith der Function P^ ^ 
Ueibt, wenn man den Punct längs 4er durdi ihn liindurchgebewlBa, 
senkrechten Trajectorie der ^*FI&cben fortrücken lässt, ungeandert, und 
ebeoMi audi' diiii^ ungeäodert, w^pn man auf analb((e Weise iük 4em 



— Sil — flflrö..öfli] 

»i^iW^ . Ir/fwiSMU« i«i«kfr<)Mft ^MiMr^^ «id: <£1M 

wickdung (96.) in - »^u 1 k i ...i. .fU 



(•«.) r„. = vj^^2V'^'^-*'.e 
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Wir woUen diese Entwickejung*) kurzweg mit 

bezeichnen, indem wir unter B das allgemeine Glied der Reihe mit der 
(MawfiS»^ »verstehen. Denken wir %m hier den Punct 1 als fest, 
so wird sowohl T selber ab 'afiich jedes dei* E eine Function sein, die 
^aU^ von d^n drei Variabeln,^, co, gp abhäii^, und die als solfjhe re- 
;Bppctiv(|^ yiit ^(i»^^ w, (jpj pder E{d'yW,fp) bezeichnet werden n^ögen, P^r 

*)'Auf pag. 2 dieser Abhandlung ist (man vergl. die Verbesserungen) 
fm:^'Mk^ torgitfallfD. ,Der «d^cAin>iO'<2.b.) »anfjffis^tte'Satz. itit sitt- 
lidi unrichtig. An Stelle von (2. b.) muss es folgendermassen lauten: 

(») 
[ Der Werih der Function P(x) bleibt, so lange das {reell vor- 

(9#.) ' ausggsfixle) Ärgvfoint w izioischen — 1. und -4-^1 liegt, eben- 

'^^^fiäls stets iwinehen den Grenzen '^1 und +1. 

Da zufolge dieses Satzes der Werth des Ausdruckes P (97.) immer zwi- 
schen — 1 und +1 bleibt, so wird (U^ Ent Wickelung, (98.) ^tets .conver- 
geni sein, sobald solches bei der geometrischen Reihe 

2»+l 



der Fall ist. Sie wird dÖM» cönver|jbifl' s^', w*nö^<^, oder *'>^, 
ist, und nur dann divergent werden können, wenn ^ = ^| ist. — Bemerkt 
mag noch werden, dass di^e j^i^twickji^ulig der reciproken 'Entfernung (mit 
Hülfe der Formeln 87. b.) f6lgiende GesUlt eHalt: 

Maas TO i* * - " 

Fi^i a= 7 ]^ I vo ♦y ii ; p[tosft>'coseii| + sinwsinft^>cos(9) — Vi)], 

wo ^o> 9o' <*ic beiden PolabstUjide des Punctes (d, «r, q?)^ p, , p,' die des 
Punctes (^|5 W| , 9),) vorstellen. Dabei ist, was die Lage dieser beiden 
Puncto anbelangt, vorausgesetzt.,: da^,i?»??S ^il^<^- .» ' 



. < i i '1 



; pfr. lOO.J — 

Werth von S ist, wenn man doi ceiMlanMi, niüiilidi aUM tmi ^j , «>| , ^ 
abhingenden Factor • 

vv. /'-^♦. 

IT* . 

.mit C bezeichnet, dann folgender: 



B. ÜDtersoehong der Fanctionen ff, nach irelehen die Entwickeinng der reeipi^kea 

EotferDBiig foFtscbreitet 

/ 

• ^ ' • 

Feh werde nun zunächst zeigen, dass diese von dem ▼ariablen 
Puncte (& CO ^) oder (x y z) abhängige Function der Differential- 

Gleichung 3-^ + . . := d. i. der Gleichmig JB == Genug» leistet 

Bezeidmet TT irgend welche Function Ton ^, y, s, so «st nadi (87. d.): 

(101.) 

4a ^sincci _ ö^/sinw öW\ d / sinco dW\ 1 ^W 

'~tp^ '^ d&\ > d^f Sio\ ^1 '5io} * ;^sin<» d(p* ' 

wo V/ Ä e^-^e" ^ — 2 cos w ist 

Um diesen Werth von ^W in eine mehr bequeme Form zu briii* 
gen, setzen wir 

(*) w ^ 4^. W. 

Dam wird durch DWerentiation nach ^, (o und qh: 

* 

und daraus durch nochmalige Differentiation: 
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— 28iP<tf cosctf — 3»in'ctf -rp sin m d"^ W co^dW 

Sübstitüirt man diese Werthe in (101.), so wird: 

mi<ai„~ d*W d*W cosw dW 1 d*W 



V«/' 






„ e*+e~*+4co8w „(«*—«"*)'+ 4 sin»« 

Da nun i/; = e^ + e~^ — 2cosc«> ist, so kann man in dem Z&hler 
des ersten Bruches e^ + e~~^^ 3= il; + 2cos<tf setzen, und erhält dann 



..„/cos« («*— ie~*)*+4sin«£ü\ 



oder: 

, , „4coscö(«*+e"*— 2co8w) — (e*—*-^)*— 48in*« 
F = i + 3- ^ jj^j 

oder: 

, . »4 co8w(«*+e-*) — 4 co8*w — («*+«-*)• 
f = i + 3 :^ . 

Dar Zähler des mit 3 multipücbten Bruches ist aber, wie man sofort 
erkennt, äs» Quadrat des Ausdruckes e'^-t-^'"'^'— *2coscc/ «ss y;, das- 
selbe multiplicirt mit — 1. ' Folglich wird 

sin cu 
so dass die Transformation (**\ wenn man durch -7-7- hebt, und zu- 

gleich für W seinen Werth jy wieder einsetzt, schliesslich folgende 
Gestillt gewinnt: 



?/;2^i// , ^^* ^ ' dr»» tg;(j;. dw siti-w d^?^ ^. 4 Vi? 

Wendet man nun diese Formel an, um das J der FuncÜ^n ^ Al^^*^ 

ZU trantifbrmiren-, -tord beachtet ntsxr/ihiss Pp, i97;) von*^ pnabhängv 
ist, nämlich. :9ur die i)eiden Variableo io und if enthält, ^im^ alsp j-- 

aurcn aas rroauci aer HiXponeniiai - urosse. e ^ ,^ in eine nur of und 
9p enthaltende Function dargestellt ist, so ergiebt sich für JE ein Aus- 
druck von folgender Gestalt: ^^ 

WO F {co, q>) eme mit der Ordnungszahl n behaftete, und von der Varia- 
bein d- unabhängige Funetiod vorstetftr Ijteidit'man sich die Transt)rn)9«v 
tionsformel (103.) successive für sämmtliche Glieder S der Entwickelung 
TÖli 7^ blhgfest^llt; imd* alsdann alle diese" Formeln addirt,' so wircl sich, 
mit^'RüfcksteWt auf die' aus (9S. a.) "folgende Gleichung '' " """ ' '^'' 

I JT = SJJi, • 
sofort ergeben: 

Da nun bekanntlich. JT - ist, so nmss dieser Formel zufolge auch die 
auf der rechten Seite, nach den Potenzen von «'^ forti^Hreiteiide^ Reihe 

n 

=f. seijit < Da$ ist ,sükr nur ddditr8h,.iX}#gti€b«..d»s«: isit Eaiitori ./n(ii;,i|;)i 
in j^dem« einzolneo. &lied^ verscbwiodeti;' mi bi&raiiA ülf/i ^nskchlOäU}, 

sofort, dass \ . lit* . 1. • <,..; ... - 

JB = 0, 

'\ 

ist. Wir sehen aW>:4i4]a$s äie Function 

d61*'mr^w unter ' den drei Bedingungen, vt/elctie wir in (lO.) uriferdenöP 
Namen „Haupt -Bedingungen'' zusammengefasst haben, '^iiMji|(l tiMfü^ 






— Pitt; AOAl] 

wAi xm9ß ltei«ib«^.!<ieiiäge> MsM, wdofan Qnl «kr imiirblei Piiiiet 
(^V t^«' 9^)' ü«>|Htnien uDeadUplieB Ratme auch ii»o]|Hr: eiiiiiefamai* nuigi 
Untersuchen wir nua,,tn wie weit voq jen^n Bedin^ngjen die ^eiden apr 
dern, uamiich (10. b.) uud (IQ. c.) von d^r Functifui JB erfüllt werdp»! 

Wir unterscheiden zu diesem Zweclc zwei Gattungen der Functionen £, 

2n 4- 1 
einerseits diejenigen, bei wetehen der Exponent von e gleich H g— v^ 

andererseits diejenigen, bei welchcyi derselbe gleich ^ ^ ist, 

•4- 3 

liud' lwwicbii«|t.ilie emtem mit. Jf,. die Idziittni mit E\^ beide ztswnmeiir 



genbdiinen mit M, wo £ — i: 1 sein soff. Dieser Bezeichnung zufolge wird: 
oder, wenn man fflr e^und tfj die Wertfae au» (87* bO substituirt: 

(lo*. ».) ■ ii», «, SP) - t.2o . -^ . H'^ 

; .- i . ' ... 

Beaehtet man nun, dass in dieser ForiQelo, d' die Abstände des Puni^^ 
(^, w, y) oder (a?, y, «) von den beiden Polen Ä, A* vorstellen« fernei;^ 

dass 

*' ' (tO*.li.) iP(J^ = P'"^fcos 0* cos ftii + sinrj siuü^i cos(9)— 9?|)J 

die in (ß.) angegebene ganze Function repräsentirt; so erkennt man 

leicht, dass dte Ftmetidu jr(9, to, 9)), mit alfeiniger Ausnahme des Poles 

Ay allenthalben stetig ist, und da^ Gleiches auch in Bexug auf die Ab- 

± ± "*■ 

d£ dß dß 
leittti^en ^ , ^p , -jp gfft: Es wfrd demnach die zweite der Haupt- 

+ 
||e<liogfing^ (nHwüeb 10. bO vaa der Funclioa B mit aüeinipr A««*^ 

nähme d«^. ebeo gekannten Poles y d.i. 4les PQles>(Aa +00), aiie«^. 

halben im Räume erfüllt. Und ebenso wird sich ergeben, dass diese Be- 

dingüng von der Function j, mit alleiniger Ausnahme des Poles (^ =s 
— oc) allenthalben im Räume erfüllt wird. Um endlich zu entscheiden, ob 
diä Functionen \ff(^, o;, ip) der dritten Hauptbedingung (lö. c.) Genägj^ 
leisten, müssen wir ihre Werthe für. den Fall untersuchen, dass sich. der. 
vana}>le. Pupct (^.^. «4^,91) n^cb irg^pd iKfel^beri Sieit^. hiai ins. Uneadliehfi) 



entfernt OffsnbMr winl'(na6h 20.) Ar «me unendUidi^ kmi La^ diMM 
Puactes &'*^ und oi s='0; ferBar (n =» ^'> Ms (>, V Mne beidea Pol- 
abstände .vorsteBen. Der Werth der Function ^(v^, w, ^r) verwandelt 
sich daher (zufolge 104. a. und b.) f&r diesen Fall in 

C. — P(coswi) 

nimmt also fär diesen Fall die Form 

JL 

Q 
an, wo Jr eme constaote (niialkh' von d*, cc», 9) unabhängige) GrMe- nt 

und ^ den unendlich grossen Polabstand vorstellt, welchen der Punct 

{d-y (Oj gi) alsdann besitzt. Damit ab^ ist nachgewiesen, dass die 

i- 

Function E{'d', (o, g>) der dritten Haupt -Bedingung m der That Genüge 

leistet. Bass Gleiches auch bei der Function E(d', lo^ ^)'der Paü ist', 
wird sich offenbar in ganz analoger Weise darthun, lassen^ 

Ersetzt man die Bezeichnung Wf , ^] der in E enthaltenen willkär- 
Heben Constanten durch die Bezeichnung (o^, ^^, so ergiebt sich also 
folgender Satz: 

(i05.) Die aus der Entwiekelnng der reciproken Entfernung 
zweier Pnncte entspringende, mit den willkürlichen Constantm C, cü^, 

(p^ und der willkürlichen ganzen Zahl n behaftete Fnn^iion S 

Ä(^, Cd, 9P) :^= C.e « .#.i*JJ 

j i/; = e^ + e"~'''^:-2cosÄ>, «==±1 

' f jc == ^ [^^* ^ cos Wjj + sin 0) sin cw^ cos (y — 7»^)] 
tei«^0/, mtf allein^er Ausnahme des Poles {&• ^ 400), aUefUhaBftn im 

gimz^ unsndlichen Raums dm. tiaupt-^Btdingungen (10.) Qenüge. 

' . ' • ' . « .. ■'. 

C. üigression über die Eigenschaften der Functionen P und über die Dar^Lellung der 
' Functionen E als Poteniiaie. 

Es werde irgend eine Kugelfläche construirl, die zum Sysleuj der 
-^-Flächen gehört, und den Pol (^ = — oc) umschliessU Irgend ein 
Flächen-Element dieser Kugel werde mit d» und die auf ds nach Aussen hin 
ernchtete Normale mit N bezeichnet (Fig. 15). Bezeichnet man idie;.Coor- 
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dinaten eines in ds gelegenen Punctes mit d'j 
(0, 9P, so ergiebt sich für den Zuwachs dd', 
weichen d' erbalten würde, falls der genannte 
Punct längs der Normale iV um eine unend- 
lich kleine Strecke dN fortrücken wollte, aus 
(87. e«) folgender Werth: 

d* _ . Vi _ ^ e^^-h«"^— 2cosw 
^ 2a ^ 



Fig. 1 5. 



= ± 




dN ^ 2a ^ 2a 

Da ■9' wächst, sobald man von einer den Pol 
(^ = — oo) enger umschliessenden Kugel- 
fläche zu einer denselben in weiterer Ent- 
fernung umgebenden Kugelfläche übergeht, 

folglich ~~ positiv ist, so muss das Vorzeichen d: in dieser Formel der 

Art gewählt werden, dass auch die rechte Seite einen positiven Werth be- 
sitzt Nun ist aber e'^ + «^""^ — 2 cos w stets positiv , welche Werthe d" 
und (o auch immer annehmen mögen. Folglich wird zu setzen sein: 



(i06.) 



dd; _ }p 6^^+e~^— 2cosfc> 



dN 2a ' 2a 

Da der Pol (d- = — oc) innerhalb^ folglich der andere Pol (^ — -|- oo) 
au^seriialh der construirten Kugel (^ds) liegt, so wird die Function 

ß(^. Cd, (p) nach (106.) innerhalb der Kugelfläche allenthalben den Haupt- 
Bedingongen Cienüge leisten. Demgemäss wird auf diese Function das Theo- 
rem {1*2,) anwendbar, also der Werth dieser Function in einem Puncte 
(^1 , Cd| , ^i), der innerhalb der Kugel liegt, durch ein gewisses über die 
Oberfläche der Kugel ausgedehntes Integral darstellbar sein. In der Thal 
wird jenem Theoreme zufolge 



(107.) 47r£(^i, (^i, Vi) 



s(^i-*4* 



sein , wo das E unter dem Integrale den Werth dieser Function bei dem 
überflächen -Elemente ds , femer T den reciproken Werth des Abstandes zwi- 
schen diesem Elemente und dem Puncte (d-^ , (Oi , (p^) vorstellt, und wo 
die Integration über die ganze Kugelfläche ausgedehnt ist. Diese Formel 
wollen wir nun durch Einsetzung der Werthe, welche die Functionen T und 

± 

E besitseii) weiter entwickeln. Bezeichnen wir die Goördinaten von ds einst- 
weilen mit d; (o, q>^ und beachten wir, dass der Parameter ^ unichs', falls 
man von Kugelflächen, die den Pol (^ =&: — oo) enger umgeben, zu Kugel- 

Neunumn. * 7 
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fluchen, die denselben aus weiterer Entfernung umschliessen , übergeht , dass 
mithin -^i < ^ ist ; so ergiebt sich aus (98.) für T folgender Werth : 



WasBOO 



ferner für eine Function E mit der Ordnungszahl p aus (106.) folgender: 

(109.) ^ = B(^, W, y) = 6 « "".yltp.P^^, 

WO 

P^j^ = P [cos üf cos Wjj + sin (o sin Wj^ cos (^ — ^^)] 

ist, und Ol;;, q)jg ganz beliebig gewählte /e^ie Werthe von oi, qp vorstje^f^, 
die als die Coordinaten eines ircrendwo innerhalb oder ausserhi^b der Kugel 
befindlichen festen Puncles (^^, cj^, (f^^) angesehen werden können. End- 
lich wird 

Was nun die Bildung des Ausdruckes 

+ 

(1...) T^-^^,1, 

anbelangt, der sich in (107) unter dem Integrale vorfindet, und was nameat- 
lieh die dabei auszuführende DiQerentialion nach der Normale N anbelangt, 
so ist zu beachten, dass bei einem Fortgange des Punctes (^, lo, (p) in der 
Richtung N nur ^ sich ändert, während O) und q> dabei ungeändert bleifiea; 
dass mithin z. B. 

dT _ BT d» 

dN'^ ^ dN 

oder nach (106.): und ebenso: 

dN " S»'2a' dN ^2a 

sein wird. Ferner ist dabei zu beachten, dass ^ in 7' und E (108. u. 109.) 
nur insofern enthalten ist, als es darin entweder direct vorkommt, oder in 
"^ steckt, dass dasselbe nämlich in P^"\ V^^], nicht vorkommt. Es ver- 
wandelt sich daher' der Ausdruck (111.) durch Substitution der Werthe von 

T und E in : 



»^oo 



— Ö9 — tNo.112.1 

4. i. in 

^ 4a* •" •* ■ V""!" "* 2 / ■ 

Bterdurch und durch (110.) gewinnt unsere Formel (107.), falls man den 
constanten Factor ^%pf auf beiden Seiten forthebt, folgende Gestalt: 
(11».) ^ 

unter (d-i, (O^ , q>i) verstanden wir einen beliebigen Punct innerhalb der 
Kugelfläche (ds). Wir können daher die Lage dieses Punctes im Innern 
der Kugel beliebig variiren , ohne dass die vorstehende Formel (112.) 
zu bestehen auifhört. Bei dieser Variation werden, falls wir den Punct 
längs einer senkrechten Trajectorie der ^-Kugelfläclien fortrücken lassen, 
alle in der Formel enthaltenen Grössen , mit alleiniger Ausnahme von -^i , 
sogar (Ol und (p^ ungeändert bleiben. Da demnach der Werth von ^| ausser 
Connex steht mit allen anderen in der Formel enthaltenen Grössen, beide 
Seiten der Formel aber, was das Vorkommen von ^| anbelangt, lineare Func- 
tionen der Exponential-Grössen 

sind , so müssen die Ausdrücke , in welche eine dieser Exponential • Grössen 

auf beiden Seiten multiplicirt ist, einander gleich sein. Demnach müsd der 

?''"*"*^ " (P) 

auf der rechten Seite in e * ' multiplicirte Ausdruck gleich 4:71 P^j^^ und 

jeder daselbst in eine andere dieser Exponential-Grössen multiplicirte Ausdruck 

gleich sein. Dadurch ergiebt sich: 



oder, wenn man, um den Ausdruck dieser Formeln deutlicher zu machen, 
den bei dem Flächen • Element ds liegenden Punct mit s bezeichnet, und 
demgemäss auch das auf diesen Punct sfch beziehende i^ durch xpg ersetzt. 
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(iia.) 



a) 


s 




f« r.ds 


= 


4a2 


4n 
2p + l 


p(p) 




b) 


s 


' sx 


Pnr,äs 


=: 


0, 




(p^ 


») 


WO 


V'.= 


e* 


B 1 ^^e 


-2 


cos lOs 







J[n) 



und P„Ä= P [cos w^ cos ct>o+ sin w^^ sin CO Ä cos (qp^ — qp-j)J ist 



1 



Diese Formeln enlhallen diejenigen Eigenschaften der Functionen P^a , 
um deren Ableitung es mir hier zu thun war. Im Ganzen sind in densel- 
ben drei Puncte enthalten, die beiden festen Puncte 1 und x, und der auf 
der Kugelfläche beu^figliche Punct s. Da von den Puncten 1 und x nur 
die CO ' und g)-Goordinaten in diesen Formeln vorkommen, die -d'-Goordinaten 
* derselben nämlich in ihnen nicht enthalten sind , so kann man , ohne dass 
dadurch irgend welche Aenderung her^rgebracht wird, jeden derselben längs 
der durch ihn hindurchgehenden senkrechten Trajectorie der <d'-Kugelflächen 
beliebig verschieben , z. B. jeden derselben längs seiner Trajectorie so weil 
verschieben, bis er auf die Oberfläche der hier betrachteten Kugel (4<) zu 
liegen kommt. Beachten wir dieses, so sind wir durch die Formeln (113.) 
zu folgendem Resultat gelangt: 

(1L4.) Bezeichnet man mit 1, x, « drei Pancle auf eiutr beliebig 
gegebenen d'-Kugelßäche, von welchen die beiden ersten fest^ der dritte auf 
der Fläche beweglich sein soll, und bildet man nun zwei Functionen P^*^ 
und P^f^ die eine in Bezug auf 1 und $, die andere in Bezug auf x und 
$ , so liefert die Integralion des Producles beider über alle Elemente ds der 
Kugelfläche 



s 



$1 



sx 



xp]ds 



einen Werih, welcher^ wenn beide P zu derselben Classe gehören (näm- 

lieh n =^ p ist), gleich der Function p/^ ist , dieselbe noch multiplicirl mit 
einem gewissen constanten Factor, und welcher andererseits, sobald beide 
P verschiedenen Classe n angehören, gleich ist. 

Das unter dem Integralzeichen ausser den beiden P und dem Flächen- 
Element ds noch vorhandene tpg hängt allein von der Lage des Elementes 
ds auf der Kugelfläche ab, und ist, wie beiläufig bemerkt werden mag nnd 
wie sieh aus (106.) leicht ergiebt, umgekehrt proportional mit dem Abstände, 
welchen die gegebene Kugelfläche mit dem Parameter '^ und eine befiach- 
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harte RugelflAche mit dem Parameter d'+dd^ bei dem Elemente ds von ein- 
ander haben. 

Ich werde nun diese Eigenschaften der P^"^ zur Untersuchung der 

Functionen E und E (105.) in Anwendung bringen, und zeigen, dass sich 
der Wertb irgend einer dieser Functionen 

. (115.) B(&,io,(p) = e' « .VV^-C (« = ±1) 

in einem gegebenen Punct (^, w, (p) immer dars leiten lässt als das Poten- 
tial einer auf diesen Punct ausgeübten Wirkung. Zu diesem Zwecke wählen 
wir aus dem System der -u^-Ku gelflächen irgend eine Fläche heraus, welche 
so liegt, dass der Pol {3- = eoo) innerhalb, der gegebene Punct (^, o;, tp) 
hingegen ausserhalb derselben sich befindet. Bezeichnen wir den Para- 
meter dieser Fläche mit ^«, so wird demgemäss 
entweder eoo > ^« ]> ^ 

oder • Boo < ^« < ^ 

sein, jenachdem € = 4 1 oder = — 1 ist. In beiden Fällen wird daher 

(11«.) €{» — ■»,) = neg. 

Diese Kugelfläche werde nun mit Masse belegt gedacht, und zwar der 
Art, dass das in irgend einem Element d$ derselben angehäufte Quantum von 
Masse gleich 

(IM.) Crp, yßp, I^J'J ds 

ist, wo C irgend welche Gonstante vorstellen soll, und /"[.^ ausser den Go- 
ordinaten tOt^ (p$ de% Elementes dt noch die Goordinaten ci>^, ^^ desjenigen 
festen Punctes enthalten soll, welcher in der hier zu untersuchenden Func- 
tion E (115.) vorkommt Bezeichnet 7«o die reciproke Entfernung zwischen 
dem Elemente ds und dem gegebenen Punct (^, u), q>\ so wird das Potential 
der eben angegebenen Belegung der Kugelfläche auf diesen Punct den Werth 

besitzen, die Integration ausgedehnt über die ganze Oberfläche der Kugel. 
Nun ergiebt sich (mit Rücksicht auf 116.) für r«o aus (98.) folgender 
Werth : 



tl=30 



71=0 



Substituirt man diesen Werth in das Potential, so fallen bei Ausführung der 
Integration g (tufolge 113. b.) alle Glieder in der £nt Wickelung von To« 
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fort, mit Ausnahme desjenigen, für welches n = p ist; so dass jenes Polen- 
tial gleich 

d.i. nach (113. a.) gleich: 



2a "^ '2^+1 «' 

wird. Lässt man endlich den constanten Factor C, welcher in der Dichtig- 
keit (117.) der Belegung der Kugelfläche (ds) auftritt, dem Parameter &, 
dieser Fläche der Art entsprechen, dass 

C 4a* An -'^'*ff. 
2a 2p+l * 
gerade = 1 wird, so ergiebt sich schliesslich für unser Potential der Werth : 

Dieser ist aber identisch mit der zu untersuchenden Function (115.) Also: 

€ 

(118.) Die Function £(•9, O), qi) (105.) stelll das Potential derjeni- 
gefi Wirkung vor, welche eine beliebig gewähltet den Pol (^=££Oo) um- 
schliessende und in geeigneter Weise mit Masse belegte d'^Kugpl fläche auf 
den variablen Punct {d',w,g)) ausübt, vorausgesetzt^ dass dieser Punct 
ausserhalb der Kugel fläche, liegt. 

Da man demzufolge die einwirkende Kugelfläehe auch so wählen kann, 
dass sie den Pol (^ == eoo) unendlich enge umschliesst, so kann die in 
Rede stehende Function auch als das Potential derjenigen Wirkung angesehen 
werden, welche eine im Pole (ß- = eoo) befindliche unendiieh kleine Kugel 
auf den Punct (ß; co, tp) ausübt. Das ist ein £rgebnis8, welches mit dem in 
(105.) gefundenem Satze in vollem Einklang steht. 

n. Restimraung der Temperatur des Körpers. 

Wenn man von dem einen Pol (^ = — ^ auf gerader Linie zum 
andern Pol (^ == +00) fortgeht , so wird man auf diesem Wege sämmt- 
liehen ^-Flächen des ganzen Systemes und jeder derselben nur einmal 
begegnen. Wir wählen aus diesen unendlich vielen Flächen drei beliebige 
heraus, und bezeichnen die Parameter derselben in 46rjenigen Reihenfolge, 
in welcher wir denselben auf dem eben genanntem W^gQt,begej;n(e«> mt , 
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T, ^1 und t. Da & während jenes Weges fortwährend im Wachsen be- 
griffen ist, so wird aJso 

(119.) — (x> < r < *, < r < + oo 

sein. Die Flächen t und t seien die beiden Begrenzungsflächen des zu 
untersuchenden homogenen Körpers, und also die Fläche ^i eine belie- 
hige Fläche im Innern desselben. Wir haben es dann, jenachdem die 
beiden Flächen t und t denselben Pol oder verschiedene Pole umschlies- 
sen — und dieses bleibt dahingestellt — entweder mit einem Körper 
von schalenförmiger Gestalt zu thun, oder mit einem Körper zu thun, 
welcher im Innern zwei kugelförmige Höhlungen besitzt und nach Aussen 
hin überall ins Unendliche ausgedehnt ist. 

Die Oberflächen-Elemente der beiden Begrenzungen x und t mögen 
mit da und d$ , die auf diesen Elementen errichteten , aus dem Körper 
in den angrenzenden Raum hineinlaufenden Normalen mit 92 und N be- 
zdchnet werden. Der Parameter & des Flächensystems wird dann in 
der Richtung 9t abnehmen^ in der Richtung iV hingegen wachsen. Wenn 

sieb demnach ein ursprünglich auf dem Elemente | | befindlicher Punct 

|9i| (dSK) 

längs der Normale | »j um eine unendlich kleine Strecke j.^| fort- 
bewegt, so wird der Parameter ! | während dieser Bewegung einen Zu- 

idx \ j negativem ) 
, } von \ ,, ] Werthe erhalten. Und es ergiebt sich daher 
dt y . f positivem ! • 

für diesen Zuwachs, wenn man die Formel (87. e.) in Anwendung bringt, 
und beachtet, dass ckis dortige xp ^ «* + «"^ '^ — 2 cos co seiner Zusam- 
mensetzung zufolge unter allen Umständen postWt; bleibt, folgender Werth: 

(itO.) \ 

dN '^2a 



wo 



1*^1 den Werth von i/^ in | , J vorstellt 



Auf der im Körper liegenden Fläche ^, wollen wir einen beliebigen 
Punct wählen, seine beiden andern Cöordinaten mit cd^ und ^i bezeicb- 
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nen, und zuvörderst die dem Körper augehörende Green'sche Function 
(91.) ff^*' in Bezug auf diesen Punct (^, , coj , yj) als Centralpunct zu 
bilden suchen. 

Von den beiden Anforderungen (91.), welchen diese Function 
unterworfen ist, werden wir successive eine nach der andern in Betracht 
ziehen, nämUch zu Anfang nur die erste berücksichtigen, dadurch eine 
Function erhalten, die noch willkührliche Elemente in sich enthält, und 
sodann diese willkuhrlichen Elemente der Art bestimmen, dass auch der 
zweiten Anforderung Genüge geschieht. 

Die erste Anforderung besteht darin, dass die Function innerhalb 
des Körpers überall den Haupt-Bedingungen genügen soll, und wird also 
z.B. erfüllt, wenn wir für dieselbe die Function 



Bi».(o, y) = C.e' ^ ''.^tlJ,.P[1! 



j€s=±l, ^^ = e^+e"'*^— 2coßw 

• ^ox =" ^ [^^s (o cos co^ 4- sin w sin Wy cos {(p — tf»^)] 
nehmen, weU diese' (zufolge 105.) im ganzen unendlichen Räume, mit 
alleiniger Ausnahme eines der beiden Pole, allenthalben die Haupt- 
bedingungen erfüllt , die beiden Pole aber jederzeit ausserhalb un- 
seres durch die Flächen %k ^t und d- ^ t begrenzten Körpers liegen 
(94. b). Solcher Functionen können wir, da n eine beliebige ganze Zahl 
und Cj fo^^ (fy willkührliche Constanten vorstellen, unendlich viele an- 
geben. Um eine der ersten Anforderung genügende, und dabei möglichst 
allgemeine Function zu erhalten, nehmen wir ein aus beliebig vielen 

S (d. i. sowohl aus den E als aus den E) linear zusammengesetztes Ag- 
gregat, machen ^Iso für die zu suchende Green'sche Function fi'^^ einst- 
weilen folgenden Ansatz: 

wo n eine willkührliche ganze Zahl, und C, D, co^^, tpj,, o>*, qpj^ willkühr- 
liche Constanten sind, deren Werthe von Glied zu Glied andere sein kön- 
nen, und wo das G^^' den Index erhalten hat, um anzudeuten, dasd 
der hier hingestellte Ausdruck den Werth der Green'schen Function im 
Puncte d,i. im Puncte (^, o), qi) präsentiren soll. 
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Was nun die zweite Anforderung anbelangt, so lässt sich dieselbe, 
&]ls man unter a einen beliebigen Punct auf der Grenzfläche ^ = t, unter 
i einen beliebigen Punct aut der Grenzfläche d- == t, ferner unter 1 den 
Centralpunct (^j , Mi,(pi), und endlich unter T„ß den reciprokea Wertb 
des Abstandes irgend zweier Puncte a, ß versteht, nach (91.) durch fol- 
gende Relationen darstellen: 

Zu&l^e (98.) und mit Rucksicht auf (119.) verwandeln sich diese 
beiden Bedingungen in: 

^'^ " 2a -^^^ '^''^ 

(1»8.) \ ^^ ^ 

Gi = — 27 — -i * '^u ' 

Um dife Werthe der in dem Ausdruck (121.) enthaltenen wHlköhrlichen 
Constanten diesen Bedingungen gemäss zu wählen, scheint es gorathen, 
dass wir sämmtliche (Oy und (o^ gleich co^ , und sämmtliche ^»^ und 
q>l gleich y^^i nehmen. Ausserdem scheint es zu diesem Ende zweck- 
mässig, dass wir die Constanten C, D durch andere Constanten Äj B er- 
setzen, nämlich 

2a 2a 

machen. Hierdurch verwandelt sich dann der Ausdruck (121.) in fol- 
genden : 

(,,4.) e;-=^^^2;(ir?'*+Äe-^*)p<:>. 

Und in der That lassen sich nunmehr die Constanten A, B leicht der Art 
bestimmen, dass den Bedingungen (123.) genügt wird. Da nämlich (nach 
124.) Gl^\ falls man den Punct einmal nach a und dann nach s hin 
fallen lässt, die Werthe 



2a 
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gewinnt, so ist zu diesem Zwecke nur erforderlich, dass man i' und B 
den Gleichungen 

gemäss bestimmt, und gleichzeitig die Summation in (124.) und also^ 
auch in (125.) von n~0 bis'n = oo ausdehnt. Berechnet man also 
aus diesen Relationen die Werthe der Cohstanten i, A, und substituirt 
ditedbeii sodann in (124), so i^t die' Rlduhg der Gte^ii'scbeii 'Ftitiction 
vollendet. Man gelangt dadurch zu folgendem Resultat: 



f}BBOO 



WBmQ 

WO die Constanten i, 6 die Werthe hri)eA: 

2nHKl 

und zur Abkürzung 0^=3; gesetzt ist '^) 



*) <Dass die Reibe (126.) stets cwiverg$nl ist, welche Lage der Panct 
(^, 0), ^) im Innern des Körpers auch immer einnehmen mag, Usst sich 
mit Hülfe der Relation (119.) 

(t) T < »i < t 

und mit Hülfe der analogen, für die ^-Goordioate jenes Punctes geltenden 
Relation 

(tt) r<^<t 

leicht nachwiesen. Durch Substitution der für ii, B angegebenen Werthe 
geht nflmlich die in Rede stehende Reihe 

ttber in: 

3. 1 - Ij'-'f'-') "" ■ '^" ' 

wo gegenwärtig die Exponenten von ?/, wie 'man aus (f) »^nd (ff) leicht 
erkennt, sämmtlich negativ sind. Substituirt Wn daher für ¥] seine eigent* 
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Um nun, nachdem die Green'sche Function gefunden ist, die Tem- 
peratur des Körpers zu bestimmen, bringen wir die in (92.) und (92. a.) 
gegebene Methode in Anwendung. Bezeichnet F| die Temperatur im 
Puncte (i^i , coi , ^|), so ist den dort aufgestellten Formeln zufolge: 

wo V^ und Vg die gegebenen Temperaturen auf den beiden Grenzflächen 
Torstellen, und 



i<i) 



(W8.) ^^^--^--.^ a^____ 

kt Es handelt sieb also nur noch um die Berechnung, der beiden H. 
Zufolge (126.) und (98.) und mit Rücksicht auf (119.) wird: 

2a 



(IW.) 



1 

Von diesen Werthen sind diejenigen Zuwächse dG^,^^ , dT^„ zu bilden,^ 
welche eintreten würden, falls, sich der Punct a um eine unendlich kleine 
Strecke d^ i^ der Richtung der Normale 31 fortbewegen wollte. Da bei 
einer solchen Bewegung unter den Coordinaten t, co^^ ^^.des Pum^esri 
nur T allein eine Aenderung erleiden wird, und diese Aenderung dT 
(nach 120.) zu jener Strecke d3l in der Beziehung steht: 



?Ü±J 
liehe Bedeutung e ^ , so nimmt die Reihe folgende Gestalt an : 

2}i4-l 2r»4-t ?»-hl ?il-4-l 



na» CO 



n«0 l — fi 2 

WQ er, /?, y, d, 6 lauter äcAfe Brüche sind. Beachtet man dies, und be- 
achtet man ferner, dass der Werth des Factors 

F^/ = P[cos w cos Wj -f sin co sin W| cos(^ — y,)] 
infolge (99.) immer zwischen — 1 und +1 liegt, so ergiebt sich sofort, dass 
die Jieihe stets coiwergirl. 
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so ergiebt sich sofort: 



dt= -fi^dSH 
2a - 



,(1) '^^<i> 



folglich nach (128.): 

(tso.) ff^ 2^ g^^ , 

und in ähnlicher Weise ergiebt sich mit Rücksicht auf die Relation 

dt :^ -k-t^iN (120.) für ÄJ" der Werth 
Ja 

(131.) Ä - +2^ g^ 



Was nun die weitere Ausführung der Formel (130.) für H^ , also die 
Differentiation der Functionen GJ , fj^ (129.) nach t anbelangt, so ist 
zu bemerken , dass in denselben das Argument t in doppelter Weise ent- 
halten ist, einmal, insofern sich dasselbe in den Exponential - Grössen 
if, r]~^y if~^^ vorfindet, und zweitens, insofern dasselbe in \p^ — 
e' -f e~^ — 2 cos w^ vorkommt. Bezeichnen wir die Ausdrücke (129.) 
für' dnen Augenblick mit: 

so wird 

(**) ^^^^= >IWo[r(r)-9'(^)]+ ^[fir)-9ir)]. 

Da nun nach der Definition der Green'schen Function G (vergl. 122.) 
Gg^ ' = r,^ ist , so muss zufolge (*) 

A») ^ vif) 

sein. Demnach verschwindet in (**) der letzte Term , so dass man erhilt 

ö ((?;"— r„) ^ 



— 109 — 1^0.132;] 

And (*) «öd {^\) ergiebt sich Äe Regel, dass man bei Bildung des 
Diifereitlial - Quotienten 



9F 

.(1) 



das. in Q^ und 7^^ enthaltene i^^ wie eine von r unabhängige Grösse 
betrachten darf. Mit Räcksicht hierauf erhält man aus (129.) sofort: 



r< 1) -. \ t . I . naaax> 



— ^ — '■ — 2r~^ -2- (^^ - *"? -^'~*') C • 

Substituirt man hier für die Constanten Ä, H ihre Werthe aus (126.), so 
ergiebt sieh: 

also nach (130.) 

In gleicher Weise lässt sich mit Hülfe von (131.) der Werth von Hg^^ 



entwickeln, was hier nicht weiter durchgeführt werden soll. Setzt man 

für 17 seine wahre Bedeutung rf =^ e ^ wieder ein, so hat man 
schliesslich für die beiden H folgende, einander vollständig ähnliche 
Formelh *) : 

«-=0 e ^ e ^ 

«» ~ - Ali > U» -h Ij—szxT : srr; FT/ 



A2'~ 'S (2» -^- 1) h;iXi ^jrri /^" 



*) Unter (^| , Wj , 9)4) ist hier ein Punet versUnden worden, wel- 
cher entweder im Innern oder auch auf der Begrenzung des gegebenen 
Körpen liegt Dass die Reihen (132.) stets convergeru sind, sobald dieser 
Panct im Innern des Körpers Hegt, läs;8t sich leicht nachweisen; und zwar 
in derselben Art, wie solches früher bei der Reihe (126.) dargethan wurde. Ob 
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Substituirt man diese Werthe in (127.), so wir4 der Werlh wm Vi dwich 
Quadraturen bekannter Functionen dargestellt sein» dus in diMMi §. 
vorgelegte Problem damit also vollständig gelöst sein. Wir sind dem- 
nach zu folgendem Resultat gelangt: 

(133.) liesvltAt. Befinden mch 4U beiden dm Körper bigrm- 
zeriden Kugelflächen {da) wnd id$) im beliebig gegebenen und «wut^ertfn- 
derlichen Temperaturen V^ und F,, so ist die Temperatur Fj in irgend 
einem Puncte 1 des Körpers nach Eintritt des stationären Zustandes 
folgende 

wo die eine Integration über alle Elemente der einen, die andere über 
alle Elemente der andern Begrenzungsfläche atisgedehnt ist, und wo fer- 
ner Hfj^ und Ha die in (132.) vollständig berechneten^ von den C^ar- 
dinaten ^| , C0| , q)i des innern Punetes 1 , sowie von den Coordinaten 
IT, (Ofj, (p„ und t^ w,, (ps der beiden Flächen- Elemente da und ds ab- 
hängigen Werthe vorstellen. Von den beiden Functionen tp^ und P^ß^ 
die in den Ausdrücken der 11(132.) vorkommen, hat die erstere die 
Bedeutung 

^a = e^^"+e""^"— 2c*8w„; 
^fahrend die letztere die Laplac^sche Function 

P^ß - P [cos w„ cos coß + sin cü„ sin Wß cos (9)^ — q>^] 
repräsentirt. . . 



Bemerkani;. Das System der '^-Flfichen, mit dessen HDife hier 
die Aufgabe gelöst wurde, ist, wie man leicht erkennen kann, keineswegs 
isotherm. Wäre nSmlich solches der Fall, so mösste eine nur von x^ ab- 
hängende Function F{d') vorhanden sein, welche der Gleichung ^ F^^) = 
Genüge leistet. Aus (87. d.) ergiebt sich aber: 



die Reihen auch dann noch convergiren, wenn der Punct (^| , o^j , ^i) 
irgendwo in der Begrenzung des Körpers liegt, also ^| 3 t oder ^^ I wir4» 
mag hier dahingestellt l}leiben. 
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,/;« '^''' P\«* +.«-*- 2 PPS w/' 

woraus sofort erhellt, dass eine Function F(^), för wüdne jif.F{d) imr- 
^a^chwindet, oicbt existiren kann. 

Uebrigens lassen sich mit Hülfe des in ^.133.) gefundenen Resultates 
die istlhertruM Flächen für den hier betrachteten Körper leicht ermitteln. 
Zu diesem Zwecke wird man nAmlich nur den stationären Temperaturzustand 
für den Fall zu bestimmen haben, dass die gegebene Temperatur der einen 
Grenzfläche (da) überall dieselbe, = F, und die der andern Fläche (üs) 
ebenfalls allenthalben gleich gross, = C ist. Alsdann ergiebt sich für die 
nach Eintritt des stationären Zustandes in irgend einem Puncte 1 des KOr- 
pers vorhandene Temperatur F| (aus 133.) folgender Werth: 

Substituirt man in h'/' (132.) für 
den Ausdruck 



% 



^ ^ . J\ - V* 2 « ' P(cos<ü„), 

vVff y e' + «-'— 2 «»8 Wff 11-4) 

WO T den absoluten Werth von r vorstellen soll; so lässt sich das Integral 

Qff^'^da mit Hülfe der Sätze (113. a.b.) leicht ausführen. Man findet: 

^Jj;^ da = 4?r 2 ^ntj.. ^. 2,+i. . .T-g ' • P (cos oi,) . 

Ein ähnlicher Werth ergiebt sich für 7S^»^ ds. Also schliesslich: 

(isa. •.) / p g * — ' -- -j- ' 

e * — « * l (») 



S' 



nmatco 



■ C C •! 



'+(7. 



e * — a * 



WO T und r die adso/tiien Werthe von t und ( vorstellen. Die isothermen 
Flächen werden repräsentirt durch Vi = Const. Setzt man daher in der 
vorstehenden Formel für V^ eine willkührliche Gonstante, so wird man ei(ie 
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Gleichung zwischen &i und 0)^ erhalten , durch welche die isothermen Fla- 
chen oder vielmehr deren Durchschnittscurven^ mit einer Meridianebene ana- 
lytisch dargestellt werden. 

Die früher in (49.) und (60.) gefundenen Formeln würden sieh aus 
(133. a.) leicht deduciren lassen. 

Bemerkung. Eine ct^-Curve besteht (nach pag. 26 — 28) aus einem 
Kreisbogen, welcher alle ^-Flächen, mithin auch die beiden GrenzÜ«1chen des 
betrachteten Körpers senkrecht durchschneidet. Ausserdem ist bekannt, dass 
dieser Kreisbogen in clem einen Pole seinen Anfangspunct, in dem andern 
seinen Endpunct hat. Daraus ergiebt sich eine einfache Methode^ um, wenn 
der Körper gegeben ist, die beiden Pole zu consliuiren. Man wird nämlich 
zu diesem Zweck nur einen Kreis zu construiren haben, welcher die beiden 
den Körper begrenzenden Kugelflächen senkrecht durchschneidet, welcher 
also in einer Meridian - Ebene des Körpers liegen wird. Die beiden Puncte, 
in welchen dieser Kreis und die Verbindungslinie der beiden Kugelmiltel- 
puncte einander schneiden, werden dann die Pole sein. 

Bemerkung;. Die in diesem §. dargelegte Methode lässt sich übri- 
gens auch leicht in Anwendung bringen, um den stationären Temperatur- 
zustand eines Körpers zu bestimmen, der von einer einzigen Kugelflikche be- 
grenzt wird. Der Parameter S' dieser Fläche mag f heissen und dieselbe 
so gewählt sein, dass sie den Pol {d' = — oc) umschliesst. Bezeichnet man 
alsdann mit G^^^ die Green^sche Function in Bezug auf irgend einen' im 
Innern dieser Rugel gewählten Gentralpunct (^| , o)^, q)^) oder 1, und mit 
G^^^ den Werth dieser Function im Puncte (ß', u), q)) oder 0, isQ findet. man: 

" ~ 2a ^* ^"- 

Hieraus ergiebt sich, falls man unter (t, £0^, q)^) oder a einen beliebigen 
Punct auf der Oberfläche der Kugel versteht,- für den Ausdruck 

«.(1) ^Ga '^^at 

^ "" dN IW 
folgender Werth: 

Mit Hülfe dieses Ausdruckes lässt sich aber dann die nach Eintritt des sta- 
tionären Zustandes in 1 vorhandene Temjieratur V^ folgendermassen dar- 
stellen: 
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WO die Integration über alle Elemente da der Kugelflfiche ausgedehnt ist, 
und Vff die für dp gegebene Temperatur vorstellt. 

§. 4. Lösung de* Probt ema des slaiionären Temperaturzusiandes für einen 
homogenen Körper ^ welcher von irgend xwei einander berührenden» Kugel- 

flächen begrenzt wird. 

Es wird hier wiederum, wie im vorhergeheDden §., ein Coordinaten* 
System in Anwendung gebracht werden , welches symmetrisch ist in Bezug 
auf die x-Achse. Eine auf einer Seite von dieser Achse begrenzte, und 
um dieselbe drehbare Ebene mag dann wiederum Meridian-Ebene genannt, 
und der zwischen 0^ und 360® varürende Winkel, unter welchem sie 
gegen die a7^-Ebene geneigt ist, mit q> bezeichnet werden. Um aber die 
Lage eines Punctes in einer gegebenen Meridian -Ebene zu bestimmen, 
soUen gegenwärtig an Stelle von ^, w andere Yariabeln genommen wer- 
den. Stellt ^ die Linie vor, in welcher die y^;- Ebene von der Meridian- 
Ebene geschnitten wird, und bezeichnen demgemäss x^ tf die recht- 
winkligen Coordinaten, welche irgend ein in dieser Ebene Hegender Punct 
in Bezug auf die Achsen x , ^ besitzt , so sollen die gegenwärtig zu dem 
genannten Zweck dienenden Variablen A, &, was ihre Abhängigkeit von 
X, t^ anbelangt, definirt sein durch die Formel: 

Es sind das also dieselben Variablen, welche bereits in (62. bis 66.) ab 
Coordinaten angewendet wurden. Die Gleichungen A »s Const. stellen 
dann Kreise oder, falls man alle Meridian - Ebenen gleichzeitig betrachtet, 
Kugelflächen vor, welche sämmtlich die ^«- Ebene im Anfangspunct 
berühren. Dabei repräsentiren die Gleichungen A = -f i? und A = — p, 
wenn man unter p irgend welche positive Grösse versteht, zwei Kugel- 
flachen , welche beide denselben Radius — besitzen, beide die vs-Ebene 

P 
in O berühren , von denen aber (Fig. 16.) die erstere links , die letztere 

rechts von dieser Ebene liegt (man sehe 65. und 66.). Beide Flächen 

Neumeum, O 
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Fig. 16. 




Werden, indem sie bei mit der yz^Ebeue fortwährend in Contact blei- 
ben , sich mehr und mehr erweitern und sich zuletzt zur j^s-Ebene ab- 
platten, sobald man den Radius — bis oc hin zunehmen, also p bis 

hin abnehmen lässt. Andererseits werden beide Flächen sich mehr und 
mehr zusainmenziehen und zuletzt in zwei unendlich kleine Kugeln ^i, Ä^ 
(Fig. 17.) übergehen, sobald man p bis oo hin anwachsen lässt Jedes 
der beiden Flächensysteme, nämlich sowohl das links von der yz-Ebene 
als das rechts von derselben liegende System, besteht demnach aus in 
einander geschachtelten KugeUlächen. Die innern Kerne der beiden 
Systeme — d.h. die beiden Puncte, um weiche sich sämmtliche Flächen 
des einen oder andern Systemes schalenförmig herumziehen — werden 
durch jene beiden unendlich kleinen Kugeln A, A* repräsentirt, also durch 
zwei kleine Kugeln repräsentirt, welche einem unendlich grossen Werthe 
von p d.i. den beiden Parametern A = -(- oo undjt= — bo entsprechen. 
Man würde berechtigt sein, diese beiden unendlich kleinen Kugeiii A^ A' 
geradezu als Puncte und zwar als Puncte anzusehen, welche beide mit 
dem Anfangspunct des Coordinatensystems {x^ y^ %) zusammenMeiL 
£s ist aber zweckmässig die Voi^stellung unendlich kleiner Kugeln bei* 
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Fig. 17. 




zabebalten, also Ä und A* als zwei Kugelfiächen mit den Parametern 
X =r +0O und X« — oo zu betrachten, welche beide in 0, die erstere 
yon der linken, die letztere von der rechten Seite her, mit der yz-Ehene 
in Contact stehen. Diese beiden unendlich kleinen Kugeln sollen fortan 
Pole genannt werden, weil sie in der That in dem gegenwärtigen Coor- 
dinatensystem (A, &, (p) dieselbe Rolle spielen, welche im vorhergehenden 
§. den Puncten gleichen Namens in Bezug auf das dortige Coordinaten- 
System {d-y (o, qi) zugefallen war. 

(fl.8#.a*) Man wird abdann die Flächen linki und reckti 
von der yz- Ebene dadurch von einander unterscheiden können, dais 
man die erstem als Umhüllungsflächen des Poles (A -=" -h X)) , die letz- 
tem als UmhiMungsflächen des Poles (X = — oo) bezeichnete 

(135.) Denkt man sich nun den zu untersuchenden Körper von 
irgend zweien dieser Kugelflächen mit den Parametern A ^ 7 und X^ t 
begrenzt, so wird man es, je nachdem r und / dasselbe oder ver- 
schiedene Vorzeichen besitzen, entweder mit einem Körper tTkn schalen- 
formiger Gestalt^ dessen innere und äussere Oberfläche mit einander bd 
O in Contact sind, zu thun haben, oder mit einem Körper zu thun 

8* 



y 
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haben, der im Innern zwei einander bei berührende kugelförmige Höh- 
lungen besitzt und nach Aussen hin überall unbegrenzt ist. Wie aber 
die Gestalt des Körpers unter so bewandten Umständen auch immer be- 
schaffen sein mag, stets werden die beiden unendlich kleinen Kugeln, 
welche wir die Pole genannt haben, ausserhalb des Körpers d.h, in 
einem Räume liegen, der von der Masse des Körpers leerjst. 

(136.) Sind die Werthe von q> und l gegeben, so ist damit die 
Lage desjenigen Halbkreises festgesetzt, in welchem die dem Neigungs- 
winkel g) entsprechende (an die a;-Achse sich anlehnende) Meridian-Ebene 
und die dem Parameter l zugehörige Kugelfläche einander schneiden. 
Um die Lage eines Punctes a auf diesem Halbkreise zu bestimmen, dient 
dann schliesslich die dritte Variable a. Diese repräsentirt (zufolge 65. 66.) 
für irgend einen Punct a den reciproken Radius eines Kreises, welcher 
durch a hindurchgeht, und die x- Achse in berührt (Fig. 18.). £s wird 

Fig. 18. 




also a von bis oc wachsen, wenn der Punct a den Halbkreis voll- 
ständig von p bis O hin durchläuft. 

(137.) Sollen also X, a, (p die Coordinaten jedes beliebigen Punctes 
vorsteUen können, so muss k variabel zwischen den Grenzen — oo und 
-)- oo , 8 variabel zwischen und + oo , endlich q) variabel zwischen 0® 
und 360® gedacht werden. 

Der Weg zur Lösung des in diesem §. vorgelegten Problemes wird 
nun folgenden Lauf nehmen : 

Jk, Der reciproke Werth T der Entfernung, welche ein beweglicher 
Punct (A, ö, (p) von irgend einem festen Puncte 1 besitzt, wird eine 
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Function von l, e, ^ sein. Diese Function T=T(k, 0, ^) wird sich 
durch ein , zwischen den Grenzen und oc genommenes , bestimmtes 
Integral darstellen lassen, so dass man eine Formel von folgender Gestalt 
erhält: 



ns=x> 



r(X, «, q>) -jEß, ö, y) dn , 

wo E(l,s,q>) eine Function vorstellt, welche ausser den Variabeln 
1, s, (p noch das Integrationsargument n enthält und, falls / die Bessel- 
sehe Function (4. a.) und C, «j, y, willkührliche Constanten vorstellen, 
folgende Form besitzt: 

(*) Eß,s,(p) = C. e±"^. yJV^'s^ . J [n^s' -f 0, 2_ 2ö ö| cos (9) — 9), )]. 

Gl. a. Nachdem sodann gezeigt worden ist , dass dieser von dem 
variablen Punct (X, 0, (f) abhängige Ausdruck E, als Function der recht- 
winkligen Coordinaten x, y, z dieses Punctes betrachtet, der Differential- 
Gleichung 

öx* dy^ 5ä* 
Genüge leistet; weise ich nach — und hierzu bedarf es zuvor 
B. b. einer näheren Untersuchung der Functionen J — 
II. e. dass jede der Functionen E{Xj s, 9>) als das Potential eines 
der beiden Pole auf den Punct (A, «, (p) angesehen werden kann. Ge- 
nauer ausgedrückt: ich weise nach, dass eine der beiden 'unendlich klei- 
nen Kugeln, welche den Namen „Pole'' erhalten haben, bei geeigneter 
Massenbelegung, auf den Punct (X,8,(p) eine Wirkung ausübt, deren Po- 
tential = E(X^ ö, y) ist. Da nun (nach 135.) die Pole beide ausserhalb 
des hier zu untersuchenden Körpers liegen , so wird hiermit evident dar- 
gethan sein , dass alle diese Functionen E (X, 0, ^) innerhalb des Körperär 
den Hauptbedingungen (10.) Genüge leisten. 

€• Endlich wird aus den Functionen E die Green'sche Function 
zusammengesetzt, und aus dieser sodann (durch die in 92. angegebenen 
Operationen) die vollständige Lösung des vorgelegten Problemes erhalten 
werden. 



[No.137.] _ 118 — ♦ 

A, Darstellung der reeiproken Entfernung tweier Punete durch ein bestimmtes Integral. 

Die reciproke Entfernung zweier Punete und 1 
T 1 

" V(«-aj,)H(y-yt)*+(*-«i)* 

lägst sich (zufolge 88. c) durch die neuen Coordinaten X, a, q> und ^ , 
8| , 9>| so darstellen: 



(199.».) r„ = 



V(>t— il,)* + [8*+ «,»—288, co8(y — qp,)!' 
(tas.) wo</; = i»+8» und i|>, =i,»+8,* ist 

Daraus folgt durch Anwendung der in (74.) entwickelten Formel sofort: 



7;, = VV' VV'i / e^^'^"^*. J[»V»*+ 01^—20», co8(9— jpi)] dn 

oder, fiills man zur Abkürzung den von der Lage der beiden Punete 
und 1 sowie ausserdem noch von dem Integrations- Argumente n abhän- 
genden Ausdruck 

(1»9.) J [nV ö* + »1*— 2eö| cos {9—q>i)\ = Jo"^ 

setzt: 



(140.) . Tot = yltp VV'i/'e"* • ^~^' • -C« rf» • *) 



IIbkO 



'*') Dass diese* Darstellung von T^^, mit alleiniger Ausnahme des Falles 
X^^Xiy stets gültig ist, nSmlich stets Gültigkeit hat, wenn X<,Xi oder 
X^Xi ist, lässt sich leicht darthun. Das darin vorhandene Integral wird 
nSmlich, weil der Werth des Ausdruckes /^l (139.) zufolge (4.b.) stets 

zwischen — 1 und -f* ^ bleibt, offenbar zwischen den Grenzen 

00 00 

+ / «-" ^" ^» dn und — / «-» • ^- 

b 

liegen, folglich immer, sobald nicht gerade X=^Xi ist, einen endlichen 
Werth besitzen. Dass andererseits dieser Werth auch ein ganz bestimmter 
ist, erkennt man sofort, wenn man beachtet, dass der unter dem Integral 
stehende Ausdruck für n = oq Null wird« 



*dn 
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Unter l — A| ist hier bald die Differenz l — A| , bald die Differenz 
A| — l zu verstehen, je nachdem die erstere oder die letztere positiv ist. 

Bezeichnet man diese Darstellung der reciproken Entfernung kurz- 
weg mit 



nmmCO 

T = /Edn 



WO 



und betrachtet man den Punct 1 als fest, also A| , &| , <pi als Constante, 
und nur A, & , 9) als variabel , so ist dann unter B eine Function dieser 
drei Variabeln zu verstehen, welche folgende Form besitzt 

wo C einen constanten Factor vorstellt Sondert man diese Functionen 
f , je nachdem der darin enthaltene Exponent i. nk das obere oder untere 

Vorzeichen besitzt, in zwei verschiedene Gattungen E und £, und schreibt 
man ausserdem »^, <p^ an Stelle von 8|, 9>i , so hat man: 

(!«.) E(Kb,(P) = Ce'^K.l^p.jfl, 

jJ2 = / [»Vö* + »5 -^2b b^ cos (9 — qpj J 

ist, und wo n und C sowohl als auch h^ und 9^^ witUcührliche Constan- 
ten vorstellen, von denen die erste (nämlich n) stets positiv ist. 

B. Untersuchung der Function E, welche sich, bei der Darstellutig der reciproken Ent- 
fernung zweier Puncte durch ein bestimmtes Integral, unter dem Integrulieichen vorfindet, 

B,a Die Fanction E genagt der Differential-Gleicbiing ^EbbsO. 

Bezeichnet W irgend welche von x, jf, % oder ^, &, (p abhängende 
Function , so ist zufolge (88. d.) : 

Setzt man nun: 

W = ^.W 

und beachtet, dass t/> = il*+s* ist, so ergiebt sich ^ 
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1p dX ~ ipylxl> VV ^K 

a dW e« 5= . 8 a¥ 

und hieraus: 

^8\i^ da! ~ ^tp tpS^> V«/* ^8* yjyf'Sä 

xfia d<p* WV ^^^ ' 

Durch Substitution dieser Werthe in (142.) wird: 

t//*VV' '•*^'^'SI*"^'5^'*'8588*V 

wo der Ausdruck F 

= 3« 38(A' + 8') 

d.1 (mit Rücksicht auf ^' + 8' = V) =0 ist Demnach ergiebt sich 
also, falls man für W seinen eigentlichen Wertb 

restituirt: 

^***'^ VWV ^^* ^^i^ ^ 8 08 ^8» d9>* • 

Wendet man diese Formel an, um das JE der Function (141.) 
ro bilden, so ergiebt sicL: 

<•"•) 5^^* - (••^+ S+ TS + ? S^)-«*"' 

WO J oder J^'^ zufolge (141.) den Wertb der Bessel'sch^n Function 
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für ein Argument | repräsentirt, welches so lautet: 

jc = n^ö^-^öi*— -20 01008(9) — %) 
Demzufolge wird: 

Sj ..X V ö — öj cosy — yj j 



= J*(y) ' y — y ' n' 



de '^'^ I 

dg>^ ^^\ IC ff 

Die Substitution dieser Wertbe in (144.) liefert: 



^^£=n^(j(,)+lj'(,)+ra)) 



e^'K 



Daraus folgt mit Rücksicht auf die Differential -Gleichung (3.), wel- 
cher die Bessel'sche Function J{ic) Genäge leistet, sofort: 

JE « 0. 
Somit ist nachgewiesen, dass die Function E an allen Stellen des Raumes 
der ersten unter den drei Hauptbedingungen (10.) Genüge leistet. Was 
nun ferner die ztoeite jener Bedingungen anbelangt, so erhellt zuvörderst 
aus der geometrischen Bedeutung, welche die Parameter X, a, q> für 
ürgend einen Punct (x, y, z) besitzen, dass dieselben mit alleiniger Aus- 
nahme des Anfangspunctes allenthalben stetig bleiben, dass ferner Glei- 

ches für die Able.tungen «p , a-, ^- und ^- , ^, 5- gilt, dass hm- 

ri f^ ri 

gegen die Ableitungen 3^ » ^ » 5^ unstetig werden , sobald der Punct 
(a?, y,p) in die a?- Achse fallt. Von der letzterwähnten Unsted|keit 
bleiben jedoch die Ableitungen 3— , 5" » 3~ der Function 

E = Ce^"^. VAH ö* /[nV»*+ ö,*— 2öö, 005(9)— y,) ] 
unberührt, weil (zufolge 136.) & JNull wird, sobald der Punct (o?, y, z) 
in die o;- Achse föllt , mithin 

^ « J'(nVö2 + ö^2_2öö|Cos9) — yj. . - , \ ^ '^ 

^ V» +öi — Zööjcosy — ^i 
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dB 
und ebenso ^ in diesem Fall verschwindet. Beachtet man daher, dass 

die BesseFsche Function J{i)^ ebenso deren Ableitung J*{j^) für alle 
Werthe des Argumentes % stetig sind (4. b.), so ergiebt sich sofort, dass 

^ ' 5~ t ^ ' 3~ ' ™i^ alleiniger Ausnahme des Anfangspunctes O, 

dx dy dz 

aUenthalben im Räume stetig sind. 

Was endlich die drüte Hauptbedingung anbelangt, so kommt diese 

nicht in Betracht , so lange wir bei einem endlichen Räume bleiben. Wir 

können daher vorläufig folgendes Resultat hinstdien: 

+^ - 

(t45«) Jede der Functionen E und B (141.) genügt innerhalb 

eines beliebigen Raumes, der den Anfangspunet nicht in sich ent- 
hält, und nach Aussen hin ringsum begrenzt ist, allenthalben den Baupt- 
bedingungen (10.). 

Um die Natur der Functionen B genauer kennen zu lernen, müssen 
wir nun etwas weiter ausholen, namentlich zuerst gewisse Eigenschaften 
zu Tage treten lassen, welche die Bessel'sche Function / in Bezug auf 
das hier in Anwendung gebrachte Coordinatensystem {l, a, f) besitzt. 

B.h. UntersDchuog der Function J. 

Wenn wir das in (12.) angegebene Theorem auf die Function B 
anwenden, d.i. die Formel 



<■"•) Si^S-'X 



AnBy 

bilden wollen, so müssen wir uns dabei, was die Integration anbelangt, 
der Oberfläche eines Raumes bedienen, innerhalb dessen B allenthalben 
die Hauptbedingungen erfüUt. Wir werden demnach (zufolge 145.) hierzu 
irgend einen Raum wählen können, der nach Aussen ringsum begrenzt 
ist und den Punct nicht in sich enthält. Ob die Formel noch an- 
wendbar ist, wenn allerdings nicht innerhalb, jedoch an der Ober- 
fläche dieses Raumes liegt, wird sich im Allgemeinen nicht entschaden 
lassen, sondern abhängig sein von der sonstigen Lage und Gestalt, welche 
der Raum in jedem besondern Falle besitzt. So z.B, ist es zweifelhaft» 
ob eine zum System der 1- Flächen gehörige, also durch hindurch- 
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gehende Kugelfläche bei Bildung jener Formel angewendet werden darf 
oder nicht. Und doch ist gerade dies eine Frage , deren Beantwortung 
für den ferneren Gang unserer Untersuchung von durchgreifender Wichtig- 
keit ist. Die Entscheidung derselben wird daher vor der Hand unsere 
ganze Thätigkeit in Anspruch nehmen. 

Gegeben sei eine der eben genannten Kugelflächen. Ferner sei ein 
fester Punct 1 gegeben, der irgendwo innerhalb der Kugel, Jedoch nicht 
gerade auf ihrer Oberfläche hegt, und der also von aus irgend wel- 
chen , wenn auch noch so kleinen , Abstand haben soll. 

Das Innere der Kugel werde durch irgend welche, zwischen den 
beiden Puncten und 1 hindurchgehende Wand in zwei Bäume x und 
Jf zerlegt , so dass auf der Oberfläche von x und 1 im Innern von 
K liegt. Diese Wand denken wir Fig. J9. 

uns beweglich und zwar ihrer Lage 
und Gestalt nach von einem ver- 
änderlichen Parameter P der Art 
abhängig, dass man durch Vergras- 
serung von P alle zu jener Wand 
gehörigen Flächenelemente beliebig 
nahe an den Punct O heranzu- 
ziehen im Stande ist^ ohne dass 
dabei, so lange nicht P geradezu 
s= oo geworden ist, irgend eines 
jener FlächeurElemente mit in Contact kommen kann. Am einfachsten 

würde man diesen Anforderungen genügen, wenn man für jene Wand 

1 
eine mit dem Badius -^ um beschriebene Kugelfläche oder vielmehr 

eine Calotte dieser Kugelfläche nehmen wollte. Zur Erleichterung der 
später erforderlichen Bechnungen ist es jedoch zweckmässig, der Wand- 
fiäche eine complicirtere Gestalt zu geben. Wir wollen sie aus zwei 
Fläcbenstücken v, w (Fig. 19.) zusammensetzen und die Gestalt und Lage 
beider an einen und denselben Parameter P der Art binden, dass alle Ele- 
mente der ganzen Wandfläche t? + w für jeden Werth P jenes Para- 
meters zwischen zwei concentrischen, um beschrieb^en Kugelflach^n 
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liegen, von denen die eine den Radius — , die andere den Radius ^ 
besitzt. Bei wachsendem P werden dann alle Elemente der Wandfläche 
von der äusseren Kugelfläche (mit dem Radius -p I näher und näher 
an herangedrängt werden, während sie ^eichzeitig, so lange nicht P 
geradezu =oc geworden ist, von der innern Kugelfläche Imit dem 

Radius ^ I fortwährend verhindert werden, mit in Contact zu kommen. 

Was die Lage der beiden Puncte 1 und in Bezug auf den Raum 
K anbelangt, so ergiebt sich nun sofort, dass, bis zu welchem end- 
licheti Werthe P auch immer anwachsen mag, fortwährend ausser- 
halb^ und 1 fortwährend innerhalb jenes Raumes bleiben wird. Dem- 
nach werden (zufolge 145.) die Functionen E innerhalb und auch an 
der Oberfläche des Raumes K fortwährend den Hauptbedingungen Ge- 
nüge leisten. Verstehen wir daher unter E oder E{x,yyz) den Werth, 
welchen irgend eine jener Functionen in dem variablen Puncte (a?, y^ %) 
besitzt, lerner unter E^ den Werth derselben in dem festen Puncte 1, 
endlich unter T den reciproken Werth der zwischen (x, y, z) und 1 
vorhandenen Entfernung, so wird (nach 12.) das über die ganze Begren- 
zung von K ausgedehnte Integral: 



S(^^*-'^)^ 



fortwährend =-47iEi sein, d.h. den Werth 4nEi fortwährend behalten, 
wie gross auch immer der endliche Werth sein mag, bis zu welchem wir 
den Parameter P anwachsen lassen. 

Wir benennen die beiden Theile, in welche die Oberfläche der ge- 
gebenen Kugel durch die Scheidewand v + w zerlegt wird, mit U und te, 
der Art, dass U zur Begrenzung von K und u zu der von x gehört; 
und bezeichnen die Werthe, welche das Integral 



<■"•) S('^-«^V' 



successive erhalten wird, wenn man dasselbe nacheinander ober jedes 
einzelne der Flächenstücke {/, u, v, u> ausdehnt, respective mit ({/) , («)» 
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(f > , iw) , wobei die Normale N bei ü und u aus dem Innern der gege- 
benen Kttgelfläcbe hinauslaufend , bei v und w aus K nach x laufend ge- 
dacht werden soll. Beachten wir, dass das über die ganze Begrenzung 
von K ausgedehnte Integral alsdann durch (ü) -f (v) + (u>) dargestellt 
wird, so sind wir also vorhin zu dem Resultat gelangt, dass für einen 
btiiebig grosun, jedoch endlichen Werth des Parameters P immer die 
Gleichung stattfindet: 

(!«.) (U) -f {v) 4- (w) = 47r Ä, . 

Wir wollen nun voraussetzen, dass die gegebene Kugelfläche zur 
Gattung derjenigen gehört , welche den Pol (X= -{-od) umschliessen 
(134. a.), und dass die in Behandlung stehende Function E zur Gattung 

E gehört. 

(14^8») E$ wird sich, wie sogleich ausführlich erörtert werden 
soll, zeigen j dass unter diesen Umständen die von der Gestalt der 
Flächenstücke u, v, w, oho von der Grösse des Parameters P abhängen- 
den Werthe der Integrale (u), (v), {w) gegen Null convergiren, sobald 
P weiter und weiter anwächst. Genauer ausgedrückt: Es wird sich 
zeigen, dass man dem Parameter P immer einen endlichen Werth zuer- 
tbeilen kann , welcher so gross ist , dass jedes jener drei Integrale (u), 
(v), (w) kleiner wird als eine zuvor gegebene beliebig kleine Grösse. 
Ist dieses dargethan, so wird man sich also, wie klein eine gegebene 
Grosse ^ auch immer sein mag, stets einen Werth des Parameters P 
denken können, welcher endlich ist, für welchen daher die Gleichung (147.) 

{U) — inEi == {v) + {w) 
stattfindet, und welcher gleichzeitig so gross ist, dass 

W < 1". {v)< 1, (w) < 1 
wird. Aus diesen Formeln folgt aber 

{U)-47tE,<:^ 

oder auch 

m + {u)—4nE^<^, 

wo nun {U) + (u) das Integral (146.) in seiner Ausdehnung über die 
ganze gegebene Kugelfläche vorstellt. Hiemit ist dann also bewiesen, dass 
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der Werth dieses Integrales von 4nEi um weniger als § Terscbieden ist 
Da nun ^ eine willkührlich gewählte Grösse von beliebiger Kleinheit vor- 
stellt, so ist demnach dargethan, dass der genannte Unterschied geringer 
ist, als jede überhaupt denkbare kleine Grösse, also dargethan, dass der- 
selbe =s= sein muss. Sobald folglich die zuvor gemachte Behauptung 
(148.) als richtig erwiesen ist, wird damit auch zugleich die Richtigkeit 
folgendes Ausspruches ausser Zweifel sein: 

(149.) Das in (12.) aufgestellte Theorem lässt sich auf eine den 
Pol (A = +oc) umschliessendey zum System der X- Flächen gehörende 

Kugel und auf eine zur Gattung der E gehörige Function ohne irgend 
welche Modißcation in Anwendung bringen. 

Allerdings wird solches dann immer nur für den Fall dargethan 
sein, dass der feste Punct 1, wie wir hier angenommen haben, innerhalb 
der Kugel liegt. Man kann sich aber, wie man leicht übersieht, genau 
derselben Methode, welche hier benutzt worden ist, andererseits auch be- 
dienen, um die Anwendbarkeit des Theoremes (12.) für den Fall nach- 
zuweisen, dass der Punct 1 ausserhalb der Kugel liegt. Hierauf näh^ 
einzugehen, wird daher nicht nöthig sein. 

Kaum der Erwähnung bedarf es, dass das Theorem (12.) ferner 
auch dann anwendbar sein wird, falls man an Stelle der den Pol 
(A = -f <X)) eine den Pol (X — — od) umschliessende Kugelfläche nimmt, 

falls man nur gleichzeitig auch an Stelle der zur Gattung E gehörigen 

eine zur Gattung E gehörige Function treten lässt. 

Beweis der Behauptung (149.) Die Flächenstücke v und tr, 
aus welchen die Scheidewand der Räume K und x besteht, seien Rotations- 
flächen in Bezug auf die o;- Achse. Und zwar soll der Durchschnitt von v 
mit der Meridianebene das Bogenstück eines kleinen Kreises sein, weicher die 
^-Achse in berührt, andererseits der Durchschnitt von w mit der Meridian- 
Ebene das Bogenstück eines kleinen Kreises sein, welcher die ^-Ächse in O 
tangirt (Fig. 2( ^. ) , so dass die erzeugende Gurve der Fläche v zum System 
der A-Curven, die der Fläche w zum System der ö-Curven gehört. Der Ein- 
fachheit willen seien die Radien dieser beiden Kreise einander gleich. Be- 

1 

zeichnet man die gemeinschaftliche Länge derselben mit — , ferner die Lange 
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[No. U9J 



Fig. 20. 




X 



des Radius der gegebenen Kugelfläche mit — , so wird (man sehe 1 34 

P 
f&r die Puncte 

des Flächenstückes u A =? p, . 
• für die von v ^ = P, 

und für die von w ö = P 

sein. Ferner ergiebt sich leicht, dass für die 

Puncte von u a zwischen P und oc, 

für die von v s zwischen und P, 

und für die von w ö zwischen p und P 

variirt; endlich, dass für jedes dieser drei Fiächenstücke 

q> von bis 2n 



137.) 
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hin variabel ist. Bezeichnet man die Elemente der Flächenstücke «, o, 10 
respective mit du, dv, dw, und die auf dem Element errichtete Normale 
abßrall mit ein und demselben BuchsUben N^ so wird zufolge (88. e.): 

ö dX 

du = ±j^ dsdq>, Tv ~ ^ ^ (^ die Normale von u) 

ö dX 

dv ^ ±-jdad9> j 7n^ ^^ (AT die von v) 

ö dti 

dto ^ ±'-i^dkdq> , Tfl'^ ^^ (iV die von tu). 

Nimmt man daher bei Berechnung der Werthe der Integrale (u), (v), (w) 
auf das Vorzeichen dieser Werthe keine Rucksicht, so wird: 

p 

(150.) ii^) ^JJ ('r^^^B^)^dad<f, worin Ä = P, 

00 
P2;r 



W =/y (r^ V'f if _) « rfA dqp , worin = P ist. 

p 

Absichtlich sind hier die Differential - Quotienten von T nach N ungeändert 
gelassen , obwohl man hier ebenso hät\e verfahren dürfen , wie bei denen 
von E nach iV, z. B. in der ersten Formel 

dT _dT dk _ dT 

dN ^ öl dN ISl^ 

hätte setzen dürfen. 

Da die Radien der beiden kleinen Kreise, welche den Durchschnitt der 

Wandfläche v-\-w darstellen, beide = — sind, so werden alle Flächen- 

^ • 2 » 

Elemente, aus welchen diese Wand besteht, von aus eine zwischen - und 

— schwankende Entfernung besitzen, wie man leicht aus Fig. 20. erkennt 

Es wird demnach diese Wandfläche in der That der früher gemachten Angabe 

entsprechen, nämlich vollständig zwischen zwei concentrischen Kugelflächen 

2 

enthalten sein , von welchen die eine mit dem Radius -=*, die andere mit 

V2 *• 

dem Radius ^ um beschrieben ist. 
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Nun ist für eine Function E, welche zur Gattung der E gehört, 
nach (141.): 

E = ^xpe-'''^J 
w dE — 

(t5t.) IV'ä = VVe-'-'C^-nV)/ 

WO l/; = A^ + ö^ J =s= j(n^a^ + aj^^ — 2« «^ cos g) — qp J ist, und wo «j^ 
g>^ willkührliche Constanten vorstellen, endlich n eine willkührliche jedoch 
posUive Constante bezeichnet. Durch Substitution dieser Werthe in (150.) 
wird: 



QO 271 

* .» - , — nX 



^"^ ^Jf ikf (('-"'^>''^ Sy'""^^ ^' = ^> 



P 

P 271 






P 271 



""'=77 ¥vl(<'"^'^5)"^3s) '"'"'• 



(ö = P). 



P 

271 271 271 

Setzt man (u)=y[tt]d9, {v) = J*[v] dq) , i"^) = /{w] dq) , so hat man 

u 

für die einfachen Integrale [u] , [v] , [w] folgende Werthe ; 



I 



00 



M=7 



a e 



— nX 



IT± 



>/il»+a*\^*+8 



dT 
^^—nTJJda, 



(A^p) 






(i-C) 



H -y i^ 



e--r^^'f,^,a/ 



V^'+a^X^Ha' 



(a = P). 



2ä 



Da nun offenbar der Werth eines Integrales ff (cp , P) dq) mit wachsendem 
P zu Null convergiren muss, falls solches von der Function f(<p, P) fQr 

Neumann. 9 



beliebige Werthe Ton 9> gilt, so wird die Richtigkeit der Behauptung (148.) 
erwiesen sein, sobald dargetban ist, dass die Werthe der Integrale [ti], [v], 
[w] mit wachsendem P gegen Null convergiren, welchen Werth das darin 
noch enthaltene variable 9> auch annehmen mag. 

Die Werthe von J und J' sind (nach 4. b.) immer endlich. Ebenso 

dT 

verhält es sich aber in diesen Integralen auch mit T und — . Da es sich 

hier nämlich nur um diejenigen Werthe handelt, welche die Integrale [u], 
[v], [w] für einen äusserst grossen Parameter P annehmen, so können wir 
uns denselben von Beginn der Untersuchung an bereits so gross denken, dass 
alle zur Begrenzung des Raumes x gehörigen Flächen - Elemente von dem 
festen Puncte 1 um irgend welche, wenn auch kleine, Strecke entfernt sind. 
Da nun T in jenen Integralen den reciproken Werth der zwischen einem 

solchen Flächen - Element und zwischen 1 vorhandenen Entfernung vorstellt, 

dT 
so werden alsdann T und ebenso auch — für alle jene Flächen - Elemente 

dN 

von Beginn der Untersuchung an endliche Werlhe besitzen, und endliche 
Werthe behalten, falls im weiteren Verlaufe der Untersuchung P mehr und 
mehr anwächst, so dass man leicht feste endliche Grenzen würde angeben 
können, innerhalb deren sämmtliche in den Integralen [u], [t?], [w] in Betracht 

kommende Werthe von T und --— liegen, und innerhalb deren dieselben 

dN 

auch dann bleiben , wenn P über jede Grenze hinaus anwächst. 

Was nun das Integral [u] anbelangt, so lässt sich dasselbe in zwei 
Theile zerlegen. Der erste derselben lautet, wenn man für k seinen Werth 
p substituirt: 

dT 



J 



ö e-«P ^^ dN ,^ 

J d& . 



Dieser muss, wenn man den grössten Zahlen werth, welchen der Ausdruck 

pT i- — \j innerhalb der Integrationsgrenzen annehmen kann, und 
dNj 

welcher jedenfalls endlich sein wird, mit A bezeichnet, kleiner als 

00 

A 



'/ (p' 



+ a»)l ' 



• 



um so niehr also kleiner als 
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00 

. , ads A 

^' -^' p 



P 

sein; und wird daher mit wachsendem P zu Null convergireo. 
Der zweite Theil des Integrales [u] lautet: 

00 

ne-»p/ , ^ :.T.J.da 

P 

oder, wenn man für T und J ihre Werlhe aus (137. a.) und (151.) sub- 
stituirt : 



00 



p 

WO 2|, d| , QPi die Goordinaten des festen Punctes 1 vorstellen, und s^ 
q>j^ willkührliche Gonstanten sind. Durch Fortlassung des unveränderlichen, 

endlichen Factors n e" "^ y AJ 4- öj verwandelt sich dieses Integral in : 



I 



also, wenn man statt der von « Unabhängigen p, A, , e, , 9)1 , 0^, g)^, o) 
zur Abkürzung andere Grössen a, 6. a, /^ einführt, in: 



^ 7 eJ{n^e^+2as+b) ^^ 



P 

Um nachzuweisen, dass der Werth- dieses Integrales mit wachsendem P zu 
Null convergirt, führe ich statt eine andere Variable tj ein, indem ich 

! n2(ö2f 208 + 6) = r]^ 

f also »-(ö-ha)d« =: ridr] 

setze, und den mit ö = P correspondirenden Werth von j^ durch n ~ H 
bezeichne. Dann wird: 

J{i)dri 



« -h 



VöH2aö+/9'»*(ö+fl) 
d.i. mit Rücksicht auf (154.): 

^|a^T'2asn 



... 1 ^a ^|a^'h2as•hb .. . . 
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oder, wenn man den hier unter dem Integrale in J(rj) multiplicirten Factor 
in seiner Abhängigkeit von rj mit f{7]) bezeichnet, also 

, = = A(«) . 



(155.) 
setzt : 



(1560 (0 - \jf{n).J{ri)iV' 

H 
Die Function f{rj) convergirt, falls ^, oder, was (nach 154.) dasselbe ist, 
falls B ins Unendliche anwächst, offenbar gegen 1. Um diese Function 
näher zu untersuchen, differentiiren wir die Gleichung (155.). Dadurch er- 
giebt sich : 

f\rj) \1^ 1_ a + a « + « \dB 

f{7j) ""iö ö-f a"^ ö2 + 2a8 + 6 s^+2aö+ß) d7j 

oder mit Rücksicht auf (154.): 

nrj) ^ [ a {a — a)s^-\'(ß — b)s + (aß—ab) ) rj 

f{7j) lö(ö + a) (ö2+2aö+ 6)(ä2 + 2aö+/?) U*(ö4-a)' 

Da nun der Ausdruck < | für sehr grosse Werlhe von a oder 7] nahezu 

o {(X — a)ö^ (X 

= -^ H T^ — — -r wird, also mit der Constanten a gleiches Voi^ 

• ö^ ö* ö^ 

zeichen hat, ferner alsdann — *— und ebenso auch firi) (155.) stets positiv 

sein werden, so folgt sofort, dass /'(?y) bei hinreichend grossem rj, je nach- 
dem a positiv oder negativ ist, ebenfalls entweder stets positiv oder stets 
pegativ sein wird. Es wird daher die Function [{rf), welche, wie vorhin 
bemerkt yvar, für ?; = oc den Werth 1 hat, bei zunehmendem rj zuletzt 
entweder in einen Zustand des fortwäl^r enden Wachsens oder in einen Zustand 
des fortwährenden Abnehniens treten. Wir denken uns nun in (t) den Para- 
meter P oder den an denselben geknüpften Werth H gleich von Anfang so gross 
dasji jener Zustand der Function f(rf) bei r] = H bereits eingetreten ist. Dann 
wird also die Function f{ri), welche sowohl für rj = H als auch für jy = oo 
endliche Werthe besitzt, während rj von H nach oo fortgeht, entweder be- 
ständig abnehmen oder beständig zunehmen. Folglich wird dann (nach 5.) 
das Integral (t) einen festen endlichen, natürlich von seiner untern Grenze 
H abhängenden Werth besitzen. Lässt man daher diese untere Grenze sich 
der obern mehr und mehr nähern, d.h. lässt man H oder, was dasselbe 
isl, P ins Unendliche anwachsen, so wird der Werth des Integrales (t) gegen 
Null convergiren. 
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Was ferner da^ Integral [v] anbehtigl, so ist, wenn man für X seinen 
Werth P substituirt: 

P 



M = e-y-^ 







Fr±§ 

— nTl,Jda. 



ö^ + P^ 



Dasselbe wird daher, falls man den jedenfalls endlichen Maximalwerth des 
Ausdruckes | | • •/ mit A bezeichnet, kleiner als 

P 

Ae-^^ Ids = Ae-'^^P 



Ids = 





sein, und muss demnach bei wachsendem P gegen Null convergiren. 

Was endlich das Integral [tr] anbelangt ^ so erhält dasselbe, wenn 

dJ , 

man für 8 seinen Werth P substituirt und beachtet, dass J und -wr- von A 

da 

frei sind, folgende Gestalt: 

(iw.) H = 

= K. Jin^jP^ + sl — 2Psj, cos (y - q>^)) 
WO K und ATi folgende Werthe besitzen: 



•^-J 






K,.J 



^Pl+-ß P' + k^ 

P 

P 

Tdl. 



dl 



p 



Vi^+A2 



Bezeichnet man die jedenfalls endlichen Maximalwerthe der beiden Ausdrücke 
PT±^ 

-- und T mit A und ß, so wird offenbar: 

P 

jr < Aftr^'^dl 

p 

p 

Ki< Bfe-^'^dl 
p 
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d. i. K < — (e-'v — e- ''^) 

n 

Ki< _(c-»p— e«^ 
n 

sein. Da demnach tC und ITi stets endlieh bleiben^ die Functionen J ((), J'(|) 
aber nach (4. c.) mit wachsendem ^ gegen Null convergiren, so wird [w] 
(zufolge 157.) mit zunehmendem P ebenfalls gegen Null convergiren. 

Wir werden nun von dem Ergebniss (149.) sofort Gebrauch machen. 
Es sei irgend eine zum System der A-Flächen gehörige Kugel gegeben, 
welche den Pol (i = + oo) umschliesst; das Element ihrer Oberflache 
werde mit ds und die nach Aussen hin errichtete Normale mit N bezeich- 

Fig. 21. net. Ferner mögen zwei 

feste Puncte angenommen 
werden (A|, «j , 9>j) in- 
nerhaW der Kugel und 
(^2,81, q>2) ausstrhalb 
derselben. Da der Para- 
meter l im -Abnehmen 
begriffen ist, während man 
Yon Kugelflächen, die den 
Pol (A = -j- od) enge um- 
schliessen, zu Kugelfläcben 

übergeht, die denselben in 
weiterer Entfernung umgeben, so wird 

(IÄ8.) +c»>A|>A>A, 

«ein, vorfiusgesetzt, dass man unter A , a, qp die Coordinaten irgend eines 
Punctes versteht, der entweder auf der Kugelfläche (da) selber, oder 

doch wenigstens dieser sehr nahe liegt. Aus dem eben erwähnten Ab- 

dl 

negativ sein, dass derselbe also (mit Rücksicht auf 88. e.) folgenden Werth 
besitzen muss: 




nehmen des Parameters X folgt ferner, dass der Differential-Quotient 



(159.) 



^- -^- -(A» + «^). 
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Nimmt man nun irgend welche zur Gattung der E (141.) gehörige 
Function: 

(1«0.) Ä = i(^,Ce>,9)) = e-P^yJ^jl''^ 

i-C = J [pVö* -f «J — 2ö ö^ cos (y — 9>^) ] 
wo «y, 9>j; wiUkührliche Canstanten bezeichnen, die etwa als die Coor- 
dinaten eines irgendwo im Räume gelegenen festen Punctes (A^, s^^, 9>x) 
angesehen werden können, und wo p eine wiUkührliche Constante von 
positivem Werthe bezeichnet; so ist (nach 149.): 

(161.».) S(rj|-i^^)j. - 4«r(i,, «,,»,) 



('••■-■) S(4-*§)'-'0- 



falls man in der ersten Formel uiiter T die reciproke Entfernung des 
Punctes (A, ö, (jp) von der innem Stelle (Aj , «i , yi), in der zweiten 
hingegen die reciproke Entfernung jenes Punctes von der äussern Stelle 
(^9 &2) ^t) versteht, und in beiden Formeln die Integration über alle 
Elemente ds der gegebenen Kugelfläche ausgedehnt ansieht. Es hat dem- 
gemäss (nach 140. uM mit Berücksichtigung von 158.) T in der ersten 
Formel den Werth : 



ns 



(l«».a.) r= Toi - yfip^il^tle''^^-^^^J':ldn 

«=0 

und in der zweiten Formel den Werth: 

(16«. b.) r ^ Toi = V'i/^VV^/«"^^»~^*-C«d». 

Die Formeln (161.) sollen nun durch Substitution der Werthe von 
E und T weiter entwickelt werden. Beachtet man, dass die Bessel'sche 
Function J(a?) zufolge (4. a.) eine gerade Function von x ist und dass 
daher, was den Ausdruck 
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anbelangt, J«^ä = /a7"/^ ^^^^ ynrdy so ergiebt sich sofort, dass die 
Werthe der beiden T (162. a. und b.) in einander übergehen, sobald man 
die beiden Indices 1 und 2 mit einander, und gleichzeitig n mit — n 
vertauscht. Durch dieselbe Operation wird daher auch die linke Seite der 
Gleichung (161. a.) in die linke Seite der Gleichung (161. b.) umgewan- 
delt werden können. Man wird also, sobald die Formel (161. a.) durch 
Ausfuhrung der vorhin genannten Substitutionen transformirt ist, die be- 
sprechende Transformation der Formel (161. b.) sofort dadurch erhalten 
können, dass man in der erstem 1 mit 2, n. mit — n vertauscht, und 
die rechte Seite fortfallen lässt. 

Was nun die Transformation von (161. a.) anbelangt, so verwandelt 
sich der dort befindliche Ausdruck 

^ dN dN 

durch (159.) in: . _ 

sodann durch (160.) und (162. a.) in: 

a _ 

d.i. in: 

»1=0 

Hierdurch und durch (160.) geht die Formel (161. a.), falls man den con- 
stanten Factor V V^i ^^f beiden Seiten unterdrückt , über in : 

j (p + n) e-""^^ . «*«-^) ^ . § Jfl J^l tp^ di\dn ^ 4n «-P^« /^^ , 

oder, wenn man mit e^^ multiplicirt, in: 
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fiBaiaO / 

Der zuvor gemachten Bemerkung zufolge wird daher die Transformation 
der Formel (161. b.) lauten: ^ 

Da wir unter (i|, a, , q>i) und (Aj, ö», y,) irgend welche Puncte ver- 
standen, die respective innerhalb und ausserhalb der gegebenen Kugel 
liegen, so werden diese Formeln (or.) und (/9.) ihre Gültigkeit behalten, 
fadls man die Lage dieser beiden Puncte beliebig variirt, wofern nur 
immer der eine innerhalb, der andere ausserhalb der Kugel bleibt. Man 
wird daher die ö- und 9) • Coordinaten dieser beiden Puncte ganz be- 
liebig, die A-Coordinaten derselben jedoch, wie aus (158.) folgt, nur so 
ändam können, dass die Differenzen 

Ai — X und X — Aj , 
(in welchen X den Parameter der gegebenen Kugel vorstellt) stets positiv 
bldy[>en. Da man demzufolge die Werthe von St , ^2 denen von s^ , (p^ 
gleich machen kann , a^ und 9), aber in (ß,) nur insofern vorkommen, 
als sie in jfl enthalten sind, so wird aus (/?.) folgen: 

Beachtet man nun ferner, dass A| und X^ in («,) und (y.) nur in- 
sofern vorkommen , als sie sich in den Exponentialgrössen 

vorfinden, und dass daher, der soeben gemachten Bemerkung zufolge, 
jene Formeln gültig bleiben werden, falls man in den Exponenten dieser 
Grössen für die Differenzen 

A| — X und X — X2 
irgend welche positive Werthe nimmt; so ergeben sich, falls man in jenen 
beiden Formehi (a.)» und (y.) für diese Differenzen ein und denselben 
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positiven Werth A substituirt und sodann beide einmal addirt, einmal 
subtrahirt, folgende Gleichungen: 

00 





OD 



/!*-'" ^JtM t/;«rf*!»rf« = 2ne-^Pjfl 

(I 

Die Integration S erstreckt sich hier auf alle Elemente ds der gegebenen 
Kugelfläche, i/^ sowohl als auch f^l und f^l sind abhängig von der 
Lage dieses Elementes, nämlich abhängig von den Coordinaten X, &, ^, 
welche ds besitzt. Und zwar ist diese Abhängigkeit äusserlich in d^i / 
durch den zugefügten Index angedeutet, während andererseits die iii£- 
ces 1 und x ihre Abhängigkeit von den während der Integralion B oon- 
stauten Grössen ö| , ^| , »^ , q)^ ausdrücken. Um den Ausdruck der 
Formeln deutlicher und einfacher zu machen, werde ich den Ort des 
Elementes ds mit (A«, &«, (p^ bezeichnen, und demgemass die von die- 
sem Ort abhängenden Grössen / und xp mit dem Index s versehen, also 
in den J mit s vertauschen. Wir erhalten dann: 



CO 



') y'(S^.:'^'*:*)^-.*.-'f.-"^ 



(p) 



n=0 

flKSOO 



(l6S.) 



1) f{^P/^;^tp]ds)t-*P.nin= 2nt*Pj[ 



(P) 

X 



wo xpi = X«+»' , 



ferner jJJ ^ j{n >/« J + ö^ — 23„ «^ cos (y„ — y ^) ) 

ist, und wo ö| , qpi , 8^ , qp^ willkührliche Constanten, p und 
il hingegen willkührliche Gonstanten von po$iiivem Werthe 
vorstellen. 



Da in diesen Formeln X^ nicht vorkommt, so können wir »i und 
^1 als die Coordinaten eines Punotes ansehen, der «auf der durch h^ und 



— 189 — [No.164.] 

7>i bestilDBiten senkrechten TrajeGtorie der ^-Flächen eine ganz beliebige 
Lage besitzt, sie also z.B. auch als die Coordinaten desjenigen Punctes 
betrachten, in welchem diese Trajectorie die gegebene Kugelfläche durch- 
schneidet. Ebenso verhält es sich mit Sj^ und q),^. Wir können dem- 
nach sagen, dass in den vorstehenden Formeln drei Puncte enthalten 
sind, welche sämmtlich auf derjenigen Kugelfläche (ds) liegen, über 
welche die Integration g sich ausdehnt, und dass von diesen Puncten 
zwei, nämlich 1 und x beliebige feste Lagen besitzen, während der 
dritte 8 den variablen Ort des Elementes ds vorstellt. 

£s zeigt sich leicht, dass die durch die Formeln (163.) ausgesproche- 
nen Eigenschafien der Bessel'schen Function J eine gewisse Analogie be- 
sitzen mit den früher (in 113.) gefundenen Eigenschaften der Laplace^schen 
Function P, In der That ergeben sich aus den für die letztere Function 
gefundenen Formeln (113.) sehr leicht durch Summation nach n die Glei- 
chungen : 



x> 



2 (S'iiMrv.-*) -'if,''\ 



nsssasOD 



2 (S ^'^ ''-V«* ds) (2«+l) = 4«^ 4;r. f^/,) , 
deren Analogie mit den Formeln (163.) ausser Zweifel steht. 



B, e. Die Function E lässt sich als ein Potential darstellen. 

Mit der Kenntniss dieser Eigenschaften der Besserschen Träns- 
cendenten J ausgerüstet, nehmen wir nun die Untersuchung unserer 
Functionen 

(I6#.) B(A, », tp) = e*P^ . y/r^Ji'J, , (« = ± 1) 

(141.) wieder auf. Wir construiren irgend eine den Pol (X = 6<x)) um- 
schliessende Kugelfläche mit dem Parameter X = lsy und stellen uns die 

Aufgabe, die Werthe der Function E für sämmthche Puncte ß, ö, q)) 
zu untersuchen, welche ausserhalb dieser Kugelfläche liegen, mögen die- 
selben nun in der Endlichkeit oder in unendlicher Ferne liegen. Was 
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die A-Coordinaten dieser Püncte anbelangt, so sind dieselben, felis e s= -)- 1 
ist, sämmtlich der Relation 

eoo > X, > l (« = + 1) 

und, falls € ~ — 1 ist, sämmtlich der Relation 

€00 < l, <: l (€ = —1) 

4interworfen. In beiden Fällen ist demnach der Ausdruck: 

(165.) €(Xs — X) = pos., 

welche Lage der Punct (A, s, q>) ausserhalb der construirten Kugel 
{l = Xs) auch immer haben mag. 

Die Kugelfläche {X = X^ werde nun mit Masse belegt gedacht, und 
zwar der Art, dass das auf irgend einem Element ds derselben angehäufte 
Quantum von Masse gleich 

Cil^sylWsjlx^ds 

ist, wo C irgend welche Constante vorstellen soll. Bezeichnet man die 
reciproke Entfernung zwischen ds und dem Puncte (A, &, q)) mit Tm, 
so wird das Potential jener Belegung auf diesen Punct gleich 

C^ilfsyjrpiji^nTsods 

sein, und Tso selber (nach 140. und mit Berücksichtigung von 165.) 
folgenden Werth besitzen: 

««=30 

n=50 

Durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich jenes Potential in: 

n=oo 

Auf diesen Ausdruck kann man die Formel (163. a.) sofort anwenden ; 
weil die Differenz A, — X, wie es zur Gültigkeit jener Formel «»forder- 
lich ist, nach (165.) einen positiven Werth hat. Durch jene Formel ver- 
wandelt sich daher das genannte Potential in: 
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oder, wenn nuud die Constante C dem Parameter il, der construirten 
Kugelfläcfae der Art entsprechen lässt , dass der Ausdruck 



C.??.e-f*^. 



gerade = 1 wird, in: 



e 
d. i. in die zu untersuchende Function E (164). 

Somit sind wir zu folgendem Satz gelangt: 

c 

(t66.) Die Function E{K ö, 9) (141.) stellt das Potential der- 
jenigen Wirkung vor, welche eine beliebig gewählte, den Pol (A = eoo) 
umschliessende und in geeigneter Weise mit Masse belegte Kugelfläche 
auf den variablen Punct (X, ö, y) ausübt, vorausgesetzt, dass dieser 
Punct stets ausserhalb der Kugelfläche bleibt. 

Denkt man sich diese Kugelfläche der Art gewählt, dass sie den Pol 
unendlich enge umschliesset , so ergiebt sich hieraus sofort: 

(167.) Die Function E{X, «, q>) stellt das Potential derjenigen 
Wirkung vor, welches die mit dem Namen „Pof^ bezeichnete, unendlich 
kleine Kugel {l ~ c 3o) bei geeigneter Massenbelegung auf den variablen 
Punct {X, ö, y) ausübt; und erfüllt daher, mit alleiniger Ausnahme 
dieser unendlich kleinen Kugel, im ganzen unendlichen Räume überall 
die Hüupt 'Bedingungen (10.). 

C. Temperaturbestimmung des Körpers. 

Um das Problem des stationären Temperaturzustandes für den Kör- 
per, mit welchem wir es in diesem §. zu thun haben, zu lösen, werden 
wir uns der in (91.), (92.) auseinandergesetzten allgemeinen Methode 
bedienen, also mit der Berechnung der Green'schen Function beginnen. 

Wenn wir in der Function (141.) 

(168.) E{1, e, q>) = 4^ e'^Kf:l (e = ± 1) 

B^ und qt^ als die Coordinaten eines festen, übrigens irgendwo im Räume 
gelegenen Punetes x ansehen, mithin diese Grössen — wie das bei 
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Behandlung der Function E stets geschah — als zwei wiHkübrliche Con- 
stauten betrachten, so wird diese dann allein von der Lage des variablen 
Punctes (i, ö, y) abhängende Function allenthalben , mit Ausnahme der bei- 
den unendlich kleinen Kugeln, welche wir die „Pole" nennen, den Haupt- 
Bedingungen Genüge leisten (167.); sie wird also, da jene beiden unend- 
lich kleinen Kugeln stets ausserhalb des gegebenen Körpers liegen (135.), 
diesen Bedingungen im Innern des Körpers an allen Orten Genüge lei- 

sten. Solches wird von jeder der unendlich vielen Functionen E und E 
gelten, welche aus (168.) dadurch entspringen , dass man für e bald -f 1 
bald — 1 , und für n successive beliebige Constanten setzt. Solches wird 
demnach also auch gelten für irgend ein aus diesen Functionen mit Zu- 
ziehung irgend welcher constanten Factoren A„, Bn zusammengesetztes 
lineares Aggregat 

(169.) Co = V^ 2 (An ^"^' +Bne- "^) J,^«> 



QX 



Dieses Aggregat wird daher (nach 91.) die in Bezug auf irgend 
welchen im Innern des Körpers angenommenen Centralpunct 1 sich be- 
ziehende Green^sche Function darstellen, sobald es gelingt, die Constanten 
in, B„ und die in J enthaltenen Constanten ö^^, (f^ der Art zu be- 
stimmen, dass dasselbe, sobald der variable Punct (A, ö, <p) in irgend 
eine Stelle der Begrenzung des Körpers zu liegen kommt, stets gleicb- 
werthig wird mit der reciproken Entfernung zwischen dieser Stelle und 
jenem Centralpunct 1. Versteht man unter ds und da die Elemente der 
beiden den Körper begrenzenden Kugelflächen, femer unter s und a die 
variablen Orte dieser Elemente, und bezeichnet man wie früher die reci- 
proke Entfernung zwischen irgend zwei Orten a und ß mit T^^^, so lässt 
sich die soeben an Gq gestellte Anforderung durch die beiden Fonneln 

(170.) G^ = r^, , G, = r., 

aussprechen. 

Für die reciproke Entfernung zwischen dem variablen Puncte 
mit den Coordinaten (A, ö, <p) und zwischen dem festen Centralpunct 1 
mit den Coordinaten (Aj , »i , 9>|) erhält man (aus 140.) je nachdem 
i < Aj oder A > A, ist , folgende Werthe : 
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(IfO. a.) • r„, - ^ipMje"^^ '^'^A1^ an {X < l,) 

(MO./J.) Tot - yl^^ylWiß'^^'~^^Jo?dn a>;i,). 

Bezeichnet man nun die Parameter der beiden den Körper begrenzenden 

Kugelflächen mit X^r und X^t, und setzt man fest, dass t< / sein 

solle, wo dann auch 

T < li < t 

sein wird, und bezeichnet man endlich die »-und 9) - Coordinaten der 

Puncle G und s mit 0^, y„ und 0,, y«, so wird man den Ausdruck für 

Z^i erhalten, sobald man in {a,) X , 0, y mit t, ö^ , y^ , und andererseits 

den Ausdruck für Ttt erhalten, sobald man in (ß,) A, e, 9) mit ty Ss, q^s 

vertauscht. Um nun das Aggregat Gq, wie es in (170.) verlangt wird, 

für die Puncte a und s respective mit den eben bezeichneten Ausdrücken 

gleichwerthig zu machen, ist es zunächst nothwendig, jenes Aggregat in 

ein Aggregat aus unendlich vielen und unendlich kleinen Gliedern, nämlich 

in ein bestimmtes Integral umzuwandeln, also an Stelle von (169.) zu 

setzen : 


wo C einen noch ausserdem zugefügten constanten Factor vorstellen soll. 
Nunmehr wird die in (170.) geforderte Uebereinstimmung sofort herbei- 
geführt, wenn man den noch willkührlichen festen Punct x mit dem 
Centralpunct 1 zusammenfallen lasst, ferner C gleich der dem Central-- 
punct 1 zugehörigen Constanten Wi setzt, und ausserdem die Constanten 
Any Bn der Art bestimmt, dass sie den Relationen 

Genfige leisten. Demnach ergiebt sich schliesslich für die dem Central- 
punct 1 angehörige und daher mit G^^^ zu bezeichnende Green'sche 
Function folgender Werth: 
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00 





wo 



ist. 

Nunmehr wird die Temperatur \\ , welche der gegebene Körper 
nach Eintritt des stationären Zustandes im Puncte 1 besitzt (zufolge 92.) 
durch Anwendung der Formel 

erhalten. Die hier vorkommenden // sind aus der eben gefundenes 
Green'schen Function in folgender Weise abzuleiten: 



,<i ) 



„<!._ rfG<T _^ta „<i._ ^>__dTj, 

" ~ "dßf cm " ~ dN dN ' 

wo unter SSt und N diejenigen Richtungen der auf da und ds errichteten 
Normalen zu verstehen sind, welche aus dem Körper in den angrenzenden 
Raum hineinlaufen. Beachtet man die zwischen r und t festgesetzte Be- 
ziehung T < (, so ergiebt sich sofort, dass -^ negativ und — positiv 

ist , und dass daher diese Differential - Quotienten (nach 88. e.) folgende 

Werthe besitzen müssen: 

j^ _ , dt _ , , 

d^l " ^""^ dN ^ ^"^^ 

Man erhält daher für die H\ 

^a ~ — % '^ > B, ^+^s g^ . 

Und daraus ergiebt sich dann schliesslich durch Substitution des für G 
gefundenen Werlhes (172.) und durch gleichzeitige Substitution des Wer- 
thes von 1(170.): 

,— /V('"-^i)— 6"(^«-0 J«) 
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Dass diese Darstellung (17S.), wenn der Punct (Xi, a^y g>i) im 
hmem des Körpers liegt, mithin 

T < li < t 
ist, immer Gültigkeit hat, lAsst^sich leicht darthun. Das in H^^ vorhandene 
Integral z.B. besitzt folgende Gestalt:. 



J 



' «»('-ii)_««(i,+T-20 



d.i. 

00 



J 



00 



. 00 - 




wo Oy ß, Y (der Rela tion t < ilj < < zufolge) tchte Brfl che sind*. Setzt man 

die (positive) Grösse ^«a + »J — ^»a »i <5'w(9^, — jPj) zur Ahkflr^ung ä J, 
so verwandelt sich dieses Integral in: 

QO 


oder, wenn man statt m die Grösse Än = fi als Integrations - Argument ein« 

führt y in: 

00 1 1 

l — yA 

Dass dieses 'Jntegral aber einen bestimmten endlichen Werth besitzt, ergiebt 
sich leicht aus (5.). — In ahnlicher Weise lässt sich zeigen, dass auch 
die Darstellung (172.) für die Green'sche Function G^ stets gültig sein 
muss, sobald die Puncto (Ä, a, g>) und (^| , &| , ^i) beide im Innern 
des Körpers liegen. 

Wir sind somit zu folgendem Resultat gelangt: 

HeiiUlliit. Werden die beiden einander berührenden Kugelfldchen 
(da) und (da), von welchen der gegebene Körper begrenzt isty in beliebig 
gegebenen und unveränderlichen Temperaturen Y^ und F« erhalten^ so 
wird nach Eintritt des stationären Zustandes die Temperatur V^ in 
irgend einem Puncte 1 des Körpers folgenden Werth haben : 

wo die Integrationen über aUe Elemente der einen und der andern Be- 
grenzungsfläche ausgedehnt sind, und wo die H die in (173.) angegebenen^ 

Netmumn. 10 



van d$n Coorünatm (X| , «i , ^i) de$ PnnUei^ 1 un4 ißmhuHtig von 
den Coordinaten (t, 8^, g>^), (^ 8t, (f») der Elemente da^ de nbhingi^ 
gen Werthe vorstellen. Von den beiden Functionen tfß und /, weleke 
in den H vorkommen , hat die erstere die Bedeutung 

während die letztere die BesseTsche Function 

J'aß = Jin^sl+ö'ß — 2ö^Sß cos iiPa—9ß) ) 
darstellt. 

Bemerkunip« Für dea besondern Fall, dass die gegebene Tempe- 
ratur der einen Begrenzungsfläche {da) allenthalben dieselbe, = F, und die 
der andern BegrenzungsflAc^e {ds) ebei^faUs fiberall gleich. grQH» ^ ^ C. ißh 
TerwandeU sich die Formel (174.) in 

Dieser Werth fQr Vf Usst sich durch Ausffihrufg der Quadraturen iS^a d^ 
und iS^i^ ^ weiter entwickelii. Zufolge (74.) isl 

wo T den a6«o/tt(en Werth von t vorstellt Brachtet man, dass 

Jipf^a) = J (l>>/» J + »; — 2öaöo cos (y^— 9)0)) = /?i 
wird, sobald man unter 8q und g>^ zwei Grössen versteht ^ welche beide 
gleich Null sind; so verwandelt sich diese Formel in 



00 



VaVV'a^ V^y^-^^^^S*. 





Siibstituirt man nun diesen Werth an Stelle von ^^VV^r ^ ^a^ i}'^^)^ 
so ejcgiebt sjch: 


Hier stellt Q folgenden Ausdruck voi : 



00 



^ =f(S^^^J^lr.ä')e-^ip 



d.i. nach (163. a.) 



vv.y 



-« Ut — (»0.174.1 

Ö = ^e-"' J« = ?;5«-'/C«/«!+«;-^«i'eoC08(y.-9o)) 
oder» da Bq un^jp^ Null sind: 

Demnach wird: 



Ein gasz tiudicher Werth ergiebt stcji für X^^^<f«; uad man erhalt daher 
ftddie^slicb; 

Die früher in (7&.) gefund^äe Formel ist ein specielkr Fall der vorstehenden, 
und )ts»t »ck aus dieser leicht ahleiten. 

^ie Gleichung V^ rs Gonst reprisentirt die üolhermen Flächen. Setit 
man also den . so eben für F| aufgestellten Werth gleich einer Gonstanten, 
80 wird sich eine Gleichung zwischen Jl| und 8| ergeben, durch welche die 
isottiermeh näöhen oder vielmehr deren Durchschnitte mit einer Meridian- 
Ebene dargestellt werden. 

§.5. €^Ar dU l>iit$ÜU4h0 ibillkühf'Hch §egl^&ner Funelimi&n von zwei 

Argumenten durch ein dreifaches Integral ^ welches dem Fourier*«chen 

Doppel 'Integral für FuttcHonen von einem Arguw^ente analog ist. 

Die in dem letzten §« dargelegte Metkode laest sich auch leicht in 
Ai»«l9iM)iing bringen , um den slationiren Teimperatur-Züetand einee Kür- 
fM« m b^tinnmb, der ton einer ^i%zigem Kngetfldöhe begrenzt wird. 
Der Parameter l dieser Fläche mag » t und die Fläche so gewählt seiil, 
dass sie den Pol (Aas — qo) umschliesst. Bezeichnet man alsdann mit 
G^^^ die Green'sche Function in Bezug auf irgend einen im Innern dieser 
Kugel |;ewählten Centralpunct {1^ 8i, q>i) oder 1, und mit ffo^^ ^^^ 
Werth dieser Function im Puncte (il, », g>) oder 0, so findet man: 

00 



«?:»' = ^l^^oyR!l/^^'+''-'*^J'f^dn. 
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Hieraus ergiebt «ch, Ms man unter (A, », <p) oder men.belkliigen 
Punct auf der Oberfläche der Kugel versteht, für den Ausdruck 

• dN dN 

folgender Werth: 

CO 



Mit Hülfe dieses Ausdruckes lässt'sich dann die nach Eintritt des sta- 
tionftren Zustandes in 1 vorhandene Temperatur F| folgendennassen 
darstellen: 

WO die Integration* über alle Elemente da der Kugelfläche ausgedehnt ist, 
und Fg die für da gegebene Temperatur vorstellt. Also; 

Ist l der Parameter der gegebenen KugelflMe^ und find femer 
l, 8, 9 und Xi , 8i , q>i die Coordinaten zweier Punete und 1, von 
denen der eretere an der Oberfläche, der letztere irgendwo im, Innern 
der Kugel liegte so hat die nach Eintritt de$ stationären Zuiiandes in 1 
vorhandene Temperatur Vg folgenden Werth: 

(IM.) 2nV,^ yl^^J^\^^Vo/;^l%yl%da^^^^r^^^^^ . 



Hier ist: % = ;1* + ö*, i/^i = ilj + »J, 

Ferner bedeutet da das bei {l, s, 9) liegende Element der KugelfläiAe^ 
Fo die für dasselbe gegebene Temperatur und S die ^üher atte BmnmUp 
da der Kugelftdthe ausgedehnte Integration, 

Die für die Oberfläche der Kugel gegebene Temperatur Yq wird 
irgend eine Function der beiden Coordinaten 8, ^ sein, und mag als ' 
solche mit F{a, (jp) bezeichnet werden. Die Formel (175.)', welche di^ 
Temperatur F| im Innern der Kugel vorstellt, muss nun offenbar den f^ 
die Oberfläche gegdienen Werth liefern, sobald maii .den inn^n Punct 1 
in die Oberfläche fallen lässt; muss also für Ff den Werth F(8i, ^i) 
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gdMiif.sobaU man tob den Coordinate» A,, 0i»^i jenes Pnnetes die 
erste in l übergehen lAsst Demnach ergiebt sich 



wo gegenwärtig tp^ = i^ + q\ i^| ■» il» + © J ist , und f^l denselben 
Werth wie früher besitzt. Beachtet man, dass das Element da der 

Kugelfläche (nach 88. e.) ^ — j-^ ist» und beachtet man femer, dass 

das Zeichen S zwei Integrationen umfasst, von denen die eine (man 
sehe 136.) von » « bis e =r oo, die andere von y = bis y = 27r 
sich erstreckt, so verwandelt sich diese Formel in: 

m: J ff ^J^^jin^a* + aj— 288, cos (y —y,)) d^.ada.ndn 
oder , wenn man' die mit der wiUkährlichen Constanten l beliaftete Fmiction 

setii: 

=s ////(»» ?^)./(nV«*+eJ — 28 9, cos(9) — 9^|)).i(9».a({a.ii({ii. 

( 9) « bis 9> = 27r, 
Di« Integration erstreckt sich hier von Ta ^^ bis a » + so, 

I n «0 bis n =r +op. 

Die Methode, durcb welche ich diese Formel so eben abgeleitet 
)iabe, ist nicht vollständig strenge. Dass die Gleichung (175.) richtig ist, 
sobsfld Xi < l, unterliegt allerdings keinem Zweifel, dass jene Gleichung 
aber auch dann noch gültig bleibt, wenn man darin, wie es hier bei Ab- 
leitung der Formel (176^) geschehen ist, X, =^1 setzte würde noch eines 
Beweises bedürfen, den ich einstweilen nicht zu liefern im Stande bin. 

Gewisse , Analogien lassen mich indessen vemnithen, dass diese For'- 
J4el /rtetft gfidkig« psi, .sdNM die irillUilMrUclie Function, /(a, 9») innerhalb 



^pfo.iTT;] — aao — 

4er biftegTAtieia- Grenzen qp =^0 hiM 7^*2^^ 9 ae Hb « aiie 00 «Mii^ 
halben endlich bleibt 

S< steht ndtnlieh diese Formel (176.) zu derjeuigeny weldie Fou- 
Her für eine Ftmction f{^) , die nur hon ^eineM AtgiimiHtä ahhängty 
gegeben hat, d.i. zu der Formel 



fe=: — ocbis&ss +00 

die hitegriitidnen ausgedehnt von < ^ 

{ n ^ ö 



*t 



bis ft 3= +00 

m demselben Verhältnisse in welcher die Laplace'sche Entwickünng nach 
Kugelfunctionen zu der Fourier^schen Entwickelung noiA Kreisfuncfifh- 
nen steht. 

Dass solches in der That di^r FUlist^ wird aus folgenden Angaben 
erhellen. Dem Problem des sta'üönaret^Temperaturzustand^ einer homo- 
geiDteB Kugel Msst si(^ in analytisdier Beäehnng ^ analoges, auf esnen 
Kreis sich beziehendes Problem zur Seite stellen, welches so lautet: 

I. . •■ • •, '. ■ .' ; i ; . • • ' . * M 

(179^) Es soU eine Function . F(a;, «) ermittelt werden, welche 

dV dV - 
sammt ihren Ableitungen ^, 3- «Hierlial^ des Kreises überall stetig 

ist, welche ferner innerhalb des Kreises allenthalben der Gleicnu% 

75--J + ^-j == genügt, uifll Wdche'^^n^h am Rande dei'l&eAes her- 

liebig" gegßb^na >WertB« besitzt« . •• -~ ^, .t \ . .> ,. 

Beide Problen^e können auf doppelte Weise behandelt werden. Das 
auf die Kugel bezügliche kann, nämlich^ yvi^ in dies^ Abhaadluog: d«iH 
gethan ist,.>entweder durch Anwendung der Coordinaten d'y co, <p (pag. 112) 
oder durch Anwendung der Coordinaten i, », gp (pag. 148) gelöst wer- 
den. Im erstem Falle gelangt man zu der Laplace'schen Entwickelung 
willkührlich gegebener Functionen von zwei Argumenten nach KugeU 
functionen, im letztern Falle zu der Darstellung solcher Functionen durch 
das in (176.) angegebene dreifache Integral 

Dem analog lässt sich nun andererseits auch das so eben angegebene 

•».I '» % ■ » ,» * 

auf den Kreis sich beziehende Problem in doppelter Art behandeln, näm- 
hdtk entwisd^ mit flHlfe &et Cook*dfai«ten ^, to oder ünl HQlfe de^ Coor- 
äfi^Ä '^l, ä.-' Im' «mmtdl ^Ittvg^ ttai^ 4aM JMr def FdüH^i^'^EfeMI £Mr 
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Wickelung. wiUkührlich gegebener Functionen von einem Argument nach 
Kreis funetwnen, im letztem Fall zu der Darstellung solcher Functionen 
durch ein Fourier'sches zweifaches Integral 

Wie man in dieser Weise zu der Entwickelung nach Kreisfunctionen 
gelangen kann, werde ich hier nicht, näher angehen, hingegen kurz andeuten, 
wie man dadurch zu dem Fourier'^c^en Doppel-Integrale (177.) gelangt. Be- 
i^ch^^i^ F .einß Jln^ci\Q^,, welche den in (178.) angegehenen Bediogunge« 
Gefiüge leistet und beliebig gegebene Bandwerthe besitzt; bezeichnet feroer 
6 ^i)A^ j^^clioq, welc^ jenen Bediogungen ebenfalls Genüge leistet, und 
deren Randwerthe gleich den Logarithmen derjenigen Radien sind, welche 
Ton irgend einem im Innern der Kreisfladie liegendem festen Puncte 1 nach 
dem Rande hin gezogen sind; so llsst sich der Werth F|, welchen die 
Function F in 1 besitzt, vermitteist ihrer Randwerthe und vermittelst der 
Flimctioj^ Q in JTolgeigd^r. Weisje, da^rs^Uea: 



(.«.) 2,F,_yr.(^-§)*: 



Hier ist unter ein im Rand- Elemente d$ liegender Punct zu verstehen, also 
unter ^o^ ^e ^^^ Werthe^ welche V UAd G im ds besitzen, ferner unter 
t^i der Logarithmus de^ von 1 nach gezogenen Radius, endlich unter N 
die auf ds errichtete (aus der Kreisfläche in den umgrenzenden Raum lau- 
fende) Normale. Dabei erstreckt sich die Integration über alle Elemente ds 
d^ gfmz^.. R^nd^^. Es steht dieae Forinel mit den in (91. und 92.) auf- 
gestellten in volistälKliger Analogie;^ und lässt sich in. derselben Weise wie 
j/ene ableiti^n., 

Es mag nw das Coordinatensystem (A, a) zu Grunde gelegt und die 
FDrm^l (179.) aut irgend einen Kireis mit dem Parameter k bezogen werden, 
we^her so gewählt , sein soll , dass er den Pol ( >l =— oq ) umschliesst. 
Bezeichnen wir mit A, a die Goordinaten irgjend einißs Punctes 0, de,r auf 
dem Rande des Kreises liegt, und mit dl, ds die Zuwächse, welche einer- 
seits kf sobald dieser Plinst auf der Ncrn^le:.iV ma. diV, andererseits a er- 
leiden würde, sobald dieser Punct längs des Randes um ds fortrücken wollte; 
so ist nach (88. e): 

Da der Kreis den Pol (i = — oo) umschliesst, so wird X in der Richtung (der 
nachAUssenhinIaiiienden)Nonnalejy im Wachsen begriffen, also -- = positiv 
sein. Setzen wir ausserdem fest, dass die Bogenlänge s in derjenigen Rieh- 



i 
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tung gerechnet werden soll, in welcher a wächst, so wird — ebenfalls 

« 4i 

positiv sein. Es wird daher: 

rfi . . da ■ 

folglich : 

d$ __ dB 

dN'^ dV 

Beachtet man diese Relation, und beachtet man femer, dass a (wie sich ans 

66. a: leicht ergiebt) von — oö* bis +00 wachsen muss, damit der Randpunct 

(X, a) den ganzen Rand einmal durchUuft, so verwandelt sich die Formel 

(179.) in: 

00 

Diese Gleichung ist es, welche in ihrer weiteren Entwkkelung zu der Pou- 
rier'schen Formel (177.) fuhrt 

Für Lqi ergiebt sich nämlich aus (88, e.) folgender Werth: 

wo A|, ai die Goordinaten von 1 sind, ebenso wie A, a die von Yorsldt- 
len. Es lässt sich dieser Werth auch so darstellen: 
(WO.) 

wo X — Aj und — X positive Werthe besitzen; was sich leicht ergiebt, wenn 
man beachtet, dass der Kreis mit dem Parameter X den Pol {X = — 00) 
umschiiesst, und ferner beachtet, dass der Punct mit der Goordinäte X^ 
innerhalb dieses Kreises liegt. Nun gilt bekanntlich, falls a, h irgend zwei 
Grössen mit positiven reellen Theilen sind, die Formel: 



<-=y 



OD . 

i i_ A, 



DemgemSss wird 

(;t— A,) + t(8— 8.) / V. e-''<«-^-«C^-'^'). «-«K«-*i) 

^^ —l + iaj n 



(;t— ;t,)— 1(8— 81) _ / V^ e+"'«-^-"<^-'^'>. «+"<*-»■) 



^ ,..^_,_,,._., ^j 



dn. 
n 
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Durch Sttbstitation dieser Werthn in (180.) ergiebt sich: 

(MI.) loi • =* — log V*J + öj + / —^ - " ■ ' ^ — -^- ^n. 


Um ttunmehr die oben definirte FttneÜoBli^ zu- erhalten, inuss zunächst be- 
merkt werden, dass die Ausdrücke 

f SS 0*^^cosn8, F =r «*^sin na , 

wenn i&an dieselben als Functionen der rechjtwinkligen G4»ordtnatea «, y des 
Pancteff (^, a) betrachtet, der Gleichung 

Crenöge leisten; femer, dass diese Ausdrücke und ebenso auch die Ableitungen 

dF dF 

-K- , «p innerhalb des Kreises allenthalben stetig sind. Demzufolge kann 

für die Function G folgender Ansatz gemacht werden: 

(18..) 6^ = c+ß^S21^^1±l^!^^d», 


wo C eine Constante, und A^ B Functionen von n sind, die nunmehr so be* 

stimmt werden müssen, dass G^ mit L^^ identisch wird, sobald der Punct 

oder (A, s) an irgend eine Stelle des Randes zu liegen kommt« Zu die* 

sem Zweck ist, wie aus (181.) und (182.) sofort erhellt, nur erforderlich, 

dass 

IC^—logylif+ii 

(18a.) I i = 1 — e»(^i^2A) ^ ^g ^^^ 

( B = — e*^^«'~^^).8inn»i 
gesetzt wird, wo X den Parameter des Kreises vorstellen soll 
Aus (181.) und (182.) ergiebt sich 

00 

-jP^ — *5if ~ A*** cos »8 + e^*i""^>. 008 n(« — 8|)) ibi 



— /{A 008 na +B8mfi8) e^ifn , 

•0 

oder, wenn man die Werthe (183.) substituirt: 

00 

^_^ = 2^*«-« co8«(a-8|).dii. 



Und hierdurch rerwandelt sich die Formel (179. a.) in: 

10* 



ftr. IßU 



- Ä*. — 



*r Fl = jj^-^^\ Fo co8tt(8 — «,) död». 

BoMcIknet maa die gegebenen Rand wertheF^ durcli f{u\ so wird Fi =3/(^1 ) 
werden, sobald man den Punct (il|,öi) ^° irgend eine Stelle des Randes fal- 
len> aibo.itipa Jl.;9|^er(^i,l|4at. Dysim^AQh wird 

^A®i) =//^(«).cosn(ö — öi)rförfn/ 

ö s= : — c» bis » ^ + 09, 
n x^ bis.ft ^ OQ. 
Dieses aber ist die Fourier'scbe Formi^i (^77;jl. 



1^0 sieh '416 ItoUffrfttioii erstreckt von 
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y erbesser angen* 



Pag. 2 ist der Inhalt der Zeilen 12 — 18 fehlerhaft. An Stelle derselben muss 
es heissen: 

Und hieraas ergiebt sich sofort folgender Satz: 

(«) 
(9«b*) Der Werth der Function P{x) bleibt, $o lange das 

{reell vor ausgesetzte) Argument x xwisehen — 1 und +1 litgt^ 

ebenfalls stets swisehen den Grenzen -^1 und +1. 

Pag. 5 muss in der letzten Zeile LVI statt LXI gelesen werden. 

Pag. 17 Zeile 5 von unten muss ^' statt <p stehen. 

Pag. 49 Zeile 7 muss n statt (a stehen. 

Pag. 64 Zeile 1 muss a^ statt 8 stehen. 

Pag. 111 muss in den beiden letzten Formeln 



OD fiBBSOO 



^tpi ^ statt ^ stehen. 
Pag. 127 Zeile 3 von unten muss X statt a stehen. 
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